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INTRODUCERE 
În prezent, dezvoltarea tehnologică se bazează pe rapiditate de execuție și precizie de calcul. Pentru a 

facilita nevoile industriei s-a urmărit determinarea unor metode și modele de calcul pentru structuri 

mecanice ce cuprind elemente elastice aflate în mișcare. Aceste modele au fost analizate din punct de 

vedere al preciziei si al rapidității de realizare a calculelor, utilizând softuri moderne pentru a 

implementa ecuațiile obținute. 

Tendința actuală sesizată în diferitele aplicații ale sistemelor multicorp (MBS) spre proiectarea și 

realizarea unor sisteme mai ieftine, mai ușoare, mai rapide, mai fiabile și mai precise. Unele dintre 

aplicațiile recente, care probabil vor necesita mai multă cercetare (MBS) pentru a îmbunătăți 

fidelitatea modelului și viteza de calcul, includ: 

Manipulatoare și roboți de mare viteză, ușoare.  În prezent manipulatorii sunt construiți din 

elemente rigide voluminoase și se mișcă cu viteze lente în raport cu cerințele. Acest lucru se face 

pentru a nu prezenta deformații sau vibrații prea mari. Noi materiale rezistente ușoare, actuatori 

piezo-elastici, senzori și sisteme de control pot conduce la realizarea unor manipulatoare cu greutati 

mici și cu viteze mari de lucru. Acest tip de instrumente pot fi utilizate într-o gama larga de aplicații ca 

ingineria fabricației, managementul deșeurilor nucleare și asamblarea rapidă a structurilor spațiale pe 

orbită. 

Structuri spațiale ușoare detașabile, de înaltă precizie. Sunt necesare structuri spațiale de 
dimensiuni stabile și de înaltă precizie pentru noile telescoape optice sau radio, cu rezoluție înaltă și 
sensibilitate ridicată, precum și pentru sateliți de comunicare cu lățime de bandă foarte mare. Aceste 
structuri spațiale vor fi desfășurate pe orbită dintr-un pachet mic care se va deschide și va realiza 
configurația finală, de mari dimensiuni. Factori precum frecarea  în articulații, amortizarea 
materialelor, încălzirea termică și presiunea radiației solare trebuie incluse în aceste modele. 
Mecanisme de mare viteză, ușoare.  Materialele noi și ușoare, cum ar fi compozitele avansate și 

ceramicele sunt fiind din ce în ce mai utilizate în motoarele de automobile, avioane și mașinile de 

producție. Flexibilitate acestor mecanisme va fi mai mare decât la mecanismele actuale și mai dificil 

de modelat din cauza neliniarității materialelor și a anisotropiei. În plus, modurile complexe de 

defectare a materialelor vor îngreunează, in prezent, predicția limitelor de funcționare. 

Sisteme bio-dinamice. Aplicațiile tipice includ: chirurgie ortopedică pentru înlocuirea membrelor; 

analiza accidentelor auto; analiza mișcării pentru sportivi, animale și insecte. 

Roboți.  Industria de toate felurile manifesta un interes sporit de a dezvolta roboți autonomi 

inteligenți care pot îndeplini sarcini obositoare în locul oamenilor. Acești roboți trebuie să aibă o 

strategie de control eficientă care să le permită să meargă pe terenuri accidentate și să manipuleze, 

să prindă și să miște obiecte cu ajutorul brațelor și mâinilor. Este necesar ca acești roboți să fie, de 

asemenea, ușori și flexibili. 

Controlul roboților, manipulatorilor și structurilor spațiale bazat pe modele active. 
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Sisteme micro și nano electromecanice (MEMS și NEMS). Aceste sisteme au multe aplicații în 

domeniul medical, electronic, industrial și aerospațial; ca urmare, au primit o atenție din ce în ce mai 

mare din partea cercetătorilor în ultimii ani. MEMS au dimensiuni cuprinse între câțiva milimetri și un 

micrometru, în timp ce dimensiunile NEMS variază de la dimensiunile submicronului până la 

nanometru/scară atomică. Există deja aplicații practice ale MEMS, cum ar fi accelerometrele care 

declanșează deschiderea airbag-urilor și NEMS, cum ar fi manipulatoarele de nanotuburi de carbon.  

De obicei, MEMS și NEMS implică cel puțin o componentă în mișcare acționată de un câmp electric și/ 

sau magnetic. MEMS pot fi modelate folosind tehnicile din mecanică. Pentru NEMS de dimensiuni 

atomice, efectele cuantice sunt importante și pot fi modelate folosind dinamica moleculară clasică 

sau teorii mai complexe din fizica nucleară. Multe MEMS și NEMS includ componente care au o 

mișcare rigidă mare a corpului în timp ce au loc deformațiii și vibrați. Prin urmare, multe dintre 

metodologiile de modelare dezvoltate pentru (MBS) pot fi adaptate la MEMS și NEMS. 

Cuplarea experimentelor și simulărilor fizice. Costul și numărul testelor fizice ale (MBS), pot fi 

foarte mult reduse prin cuplarea experimentului fizic la procesul de  simularea și proiectare. De 

exemplu, un test fizic poate fi efectuat pe un sistem de suspensie al automobilului, în timp ce restul 

vehiculului este simulat numeric. Prin utilizarea actuatoarelor și senzorilor se poate asigura legătura 

dintre testul fizic și simulare. 

Interacțiune în timp real cu FMS virtual.  În aplicațiile de realitate virtuală, utilizatorul 

interacționează cu un mediu inconjurator generat de computer. Interacțiunea poate varia de la 

manipularea obiectelor virtuale cu ajutorul mouse-ului și tastaturii, până la atingerea și manipularea 

obiectelor folosind mănuși haptice. Un simulator (MBS)  în timp real poate fi folosit pentru a genera 

un feedback atât vizual cât și haptic, astfel încât obiectele virtuale să se comporte ca obiecte din 

lumea reală. Aplicațiile pot varia de la jocuri pe calculator 3D până la antrenamente pentru diferite 

activități. 
Filme și jocuri pe calculator. Modelele (MBS) pot fi utilizate pentru a genera o animație vizuală 

realistă a mișcării și răspunsul în urma contactului/impactului cu diferite obiecte. 

Scurtarea etapelor de calcul reprezintă un pas important în dezvoltarea industrială. Totodată, 

realizarea unor modele simple care să acopere o gamă variată de structuri mecanice reprezintă un 

avantaj pentru proiectanți. În cadrul tezei s-au urmărit aceste principii.  

Teza conține următoarele capitole: 

Capitolul 1. STADIUL ACTUAL AL CERCETĂRIILOR IN DOMENIU 

În acest capitol se face o prezentare generală a metodelor cunoscute de obținere a ecuațiilor 

de mișcare pentru cazul elementelor de tip bară elastică, utilizând metoda elementelor finite. 

Capitolul își propune să dea o reprezentare sintetică a principalelor rezultate obținute în domeniu. 

Sunt analizate mai multe metode și teorii pentru a putea aleage varianta optimă de calcul pentru 

analiza făcută în lucrare. 
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Este tratată în amănunțime problema elemetului finit unidimensional, pentru care sunt 

efectuate toate calculele necesare pentru obținerea ecuațiilor de mișcare prezentate anterior. 

Capitolul 2. OBIECTIVELE TEZEI 

Capitolul prezintă obiectivul principal al tezei care constă în dezvoltarea metodelor de calcul, 

utilizând metoda elementelor finite, pentru sistemele multicorp cu elemente elastice cu aplicații în 

toate ramurile inginerești. 

În cadrul acestui obiectiv general teza își propune următoarele obiective conexe: 

- analiza unor tipuri de elemente finite existente in cadrul aplicatiilor inginerești; 

- dezvoltarea unor noi tipuri de elemente finite pentru extinderea studiului la noi tipuri de 

structuri; 

- determinarea proprietăților ecuațiilor de mișcare; 

- validarea experimentală a rezultatelor prin realizarea unui stand cu un mecanism al unei pompe 

eoliene de apă pe care s-au făcut măsurători; 

- formularea unor recomandări care să ajute proiectanții unor astfel de structuri să utilizeze 

rezultatele obținute în cadrul tezei. 

Capitolul 3. APLICAȚIE. ROTAȚIA UNEI BARE ÎN JURUL UNEI AXE 

În capitolul 3 sunt determinate ecuațiile de mișcare pentru un element finit unidimensional de 

tip bară, în mișcare de rotație în jurul unei axe. Sunt realizate calculele teoretice și este realizat 

programul de calcul în Matlab care este aplicat pentru câteva situații particulare.  Au fost realizate 

comparații utilizând ecuații polinomiale de gradul III si gradul V.  S-a variat numărul de elemente finite 

pentru a determina variația valorilor proprii pentru cele două cazuri de ecuații polinomiale.  

Capitoul 4. UTILIZAREA  ECUAȚIILOR LUI KANE PENTRU SCRIEREA ECUAȚIILOR DE MIȘCARE 

Desi metoda ecuațiilor lui Lagrange este principala metodă utilizată de cercetători pentru a 
studia sistemele multicorp cu elemente elastice, prezintă și dezavantajul necesității de a determina 
multiplicatorii Lagrange din sistemul de ecuații diferențiale obținut, lucru dificil de realizat pentru un 
sistem cu număr mare de grade de libertate. Aceasta procedură implică calcule numeroase și timpi de 
calculator mari. Prin comparație, metoda GA pare să elimine acest dezavantaj, dar introduce o nouă 
noțiune, energia accelerațiilor, cu care majoritatea cercetătorilor nu sunt familiarizați. O alternativă 
este metoda ecuațiilor lui Maggi,  foarte utilă atunci când constrângerile sunt neolonome. Ultimii ani 
au indicat un interes al cercetătorilor față de această metodă, în contextul necesității de a studia 
sisteme complexe, cum ar fi roboți și manipulatori, aplicați în prezent la scară largă în industrie.. 
Metoda lui Kane, care este echivalentă cu metoda lui Maggi, a început să fie utilizată mai pe larg în 
ultimul deceniu, studii determinate și de industria de automatizare și de roboții industriali. 

În acest capitol, formalismul Kane a fost aplicat pentru a determina răspunsul dinamic al unui 
sistem multicorp cu elemente elastice. Acest formalism a fost aplicat la calculul transmisiei unei 
pompe de apă acționată de vânt. Elementul finit ales a fost un element unidimensional în care au fost 
utilizate polinoame de interpolare de gradul al treilea și al cincilea. Se poate observa că ecuațiile lui 
Kane pot reprezenta o alternativă de succes în determinarea ecuațiilor de mișcare avand avantajul 
timpul redus de calcul necesar. Utilizarea acestor ecuații reprezintă o alternativă naturală pentru 
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sistemele mecanice neolonome. În cazul sistemelor mari, cu un număr mare de elemente finite, se 
poate presupune că timpul de calcul câștigat va fi semnificativ. Ecuațiile lui Kane pot fi o alternativă 
economică și simplă la problemele studiate în teză. Metodele menționate și celelalte cunoscute din 
mecanica analitică vor fi reevaluate în contextul dezvoltării industriei moderne, caracterizate prin 
mecanisme de lucru cu viteze mari și sarcini mari și vor determina adaptarea software-ului comercial 
la acestea noi metode. 

Capitolul 5. DINAMICA ELEMENTULUI FINIT BIDIMENSIONAL 

În cadrul capitolului sunt tratate elementele finite bidimensionale plante, aflate în stare de 

membrană. Sunt analizate elemente de tip triunghiular, dreptunghiular și patrulater, fiind determinate 

ecuațiile aferente acestor tipuri de elemente(matricea maselor și cea de rigiditate).  

Cu ajutorul soft-ului Matlab sunt determinate valorile proprii prin implementarea ecuațiilor 

determinate anterior și se determină influenta pe care o are dimensiunea elementului finit, 

determinată sub formă de raport.tudiul sistemelor multicorp 

Sunt dezvoltate, pentru prima data, două noi tipuri de elemente finite bidimensionale, cu 

aplicație la studiul sistemelor multicorp. 

Capitolul 6. MĂSURĂTORI EXPERIMENTALE 

Pentru a verifica teoria analizată în cadrul tezei a fost utilizat un mecanism cu două grade de 

libertate a unei pompe eoliene utilizate pentru scoaterea apei.  

S-au făcut două tipuri de experimente: 

- Utilizarea metodelor optice în vederea determinării accelerațiilor unor puncte situate pe 

mecanism. Acestea vor fi date de intrare pentru algoritmul propus.  

- Măsurarea vibrațiilor proprii a structurii solicitate cu ajutorul unui ciocan de impact, datele 

fiind preluate cu ajutorul unui set de accelerometre situate pe suprafața barei studiate. 

Capitolul 7. CONTRIBUȚIILE AUTORULUI, CONCLUZII,  DISEMINAREA REZULTATELOR, 

PERSPECTIVE DE DEZVOLTARE A CERCETĂRII 

Metodele elaborate în cadrul tezei sunt aplicabile pentru diferite structuri, facilitând etapele de 

lucru pentru obținerea unor astfel de sisteme mecanice.  

Teza s-a ocupat în principal de următoarele aspecte: 

- analiza comparativă a unor elemente finite 

- dezvoltarea de noi tipuri de elemente finite; 

- determinarea proprietăților pe care le au ecuațiilor de mișcare pentru elementele finite 

analizate; 

- realizarea calculelor pentru cateva cazuri concrete de elemente finite; 

- validarea experimentală a rezultatelor prin realizarea unui stand cu un mecanism al unei pompe 

eoliene de apă pe care s-au făcut măsurători; 

- pe baza rezultatelor obținute se pot formula recomandări care să ajute proiectanții unor astfel 

de structuri să utilizeze rezultatele obținute în cadrul tezei. 
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 Toate contribuțiile autoarei precum și posibilitățile de dezvoltare ulterioară ale temei au fost 

prezentate în cadrul acestui capitol. S-au prezentat si rezultatele diseminate, concretizate în 

publicarea a cinci articole indexate Web of Science, patru prezentări la conferințe indexate WoS si  5 

articole publicate cu alte ocazii. 
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1. STADIUL ACTUAL AL CERCETĂRIILOR IN DOMENIU 
 
1.1. Mişcările transversale ale barelor elastice 

1.1.1. Ecuații cinematice şi relații constitutive 

În cele ce urmează se va face o prezentare clasică, bazată în principal pe [23] [29] [34] [35 ]    
a teoriei barei elastice. Se consideră deci o bară elastică dreaptă, de lungime l și de secțiune A.  
(Fig.1.1). Se atașează barei un sistem de coordonate Oxy, axa Ox fiind de-a lungul barei, iar Oy 
perpendiculară pe ea. Dacă ne interesează și punctele care nu sunt pe axa geometrică a barei, 
utilizând relațiile cinematice ale lui Kirchhoff  [xxx] expresiile pentru deplăsări sunt:  

 
Figura 1.1 

 

   txytxutyxux ,),(,,                                                                     (1.1) 

  ),(,, txvtyxuy                                                                              (1.2) 

Se notează deformațiile specifice, a unui punct curent și a unui punct de pe axa barei: 

x

u
tyx x

xx 


),,(   ;    
x

u
tx




),( .                                                          (1.3) 

Dacă se înlocuiesc în relațiile de mai sus xu  și u , rezultă: 

x
ytxtyxxx 



 ),(),,( .                                                                  (1.4) 

La acest nivel de modelare se neglijează, pentru bara luată în considerare, efectul coeficientului lui 
Poisson.  Tensiunile axiale sunt legate de deformații prin intermediul binecunoscutei legi a lui Hooke: 

   tyxxEtyx xx ,,)(,,    .                                                                (1.5) 

1.1.2. Cinetica elementelor 

Să considerăm o grindă în care apar tensiuni normale şi tensiuni tangențiale. Se iau în 
considerare translația în direcție transversală şi rotația elementului. În calculele de mai jos se ia în 
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considerare un element foarte mic de bară unidimensional. Analiza echilibrul dinamic al elementului 
permite scrierea legii a doua lege a lui Newton sub forma: 

        dx
t

v
xmtxQdx

x

Q
txQdxtxq

2

2

,,,












 ,                               (1.14) 

m(x) este densitatea lineară a barei. De aici rezultă: 

   
2

2

,
t

v
xm

x

Q
txq








   .                                                           (1.15) 

 
Figura 1.2 

Se va obține:   

       
2

2

2

2

2

2

2

2 ,
)(,

t

v
xm

x

txm

t
xI

xx

v
IxE

x
txq i

pz 






































 .                 (1.21) 

1.1.3. Teoria barelor Euler-Bernoulli 

În această teorie nu se ia în considerare efectul inerției. Adică se va presupune faptul că distribuția 
masei este concentrată în lungul axei neutre. În acest model deformațiile produse de eforturile 
transversale nu sunt incluse. Aceste ipoteze se pot face deoarece bara este subțire şi lungimile de 
undă ale modurilor proprii sunt suficient de mari în comparație cu grosimea barei. 

a) Condiții cinematice şi ecuatii de mişcare 

Pentru deplasări mici, unghiul de rotire (tangent) al axei neutre poate fi aproximat cu tangenta. Astfel, 
vom avea: 

x

v
tx




),(   ;  
2

2

x

v

x 






  ;   zIx

v
xEtxM

2

2

)(,



   ; 
2

2

2

2

2

2

t

v

xx

v

tt 














 

  ; 

   txm
x

v
IxE

x
txQ iz ,)(,

2

2















  . 

Dacă înlocuim în ultima relație obținută la punctul anterior şi considerăm  0pI  se obține ecuația 

barei Euler-Bernoulli: 

      























2

2

2

2

2

2

)()(
,

,
x

v
xIxE

xt

v
xm

x

txm
txq z

i  

b) Condiții inițiale şi de contur: 
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Se vor scrie condițiile la limită pentru capătul stâng al barei. Forța tăietoare și momentul sunt 
considerate cunoscute în capătul din stânga: 

   
0

2

2

,)(,

















x

iz txm
x

v
IxE

x
txQ     .,0 0 tQtQ 

 

   tM
x

v
EItM

x
0

0
2

2

,0 




  

Sageata in capatul din stanga a barei este  

   tvtv 0,0   

iar rotația:  

 t
x

v

x
0

0







 

unde      ttvtMtQ 0000 ),(,,   reprezintă funcții predefinite.  

c) Operatorii masă şi rigiditate   

Pentru a putea scrie ecuațiile de mişcare Euler-Bernoulli pentru o bară, se vor utiliza operatori de 
masă şi rigiditate. Relațiile vor putea fi scrise sub forma compactă astfel: 

   
2

2

2

2

x
xIxE

x z 





k   ;  xmm  

Cu această substituție se obține noua formă a ecuației Euler-Bernoulli : 

 
x

m
txqv

t

v i








,
2

2

km  

1.1.4. Teoria barei Rayleigh 

Acest model introduce rotirea datorată inerției în modelul deja determinat pentru bara Euler-
Bernoulli. 

a) Ecuația de mişcare 

Dacă se înlocuiesc ecuațiile obținute la punctul anterior şi se includ şi efectele inerției în ecuația 
dedusă la punctul1). vom obține ecuația de mişcare a barelor Rayleigh: 

         
x

m
txq

x

v
xIxE

xt

v

x
xI

xt

v
xm i

p 























,
2

2

2

2

2

2

2

2

 
 

b) Condiții inițiale şi de contur: 

Ecuațiile de mişcare pentru bara Rayleigh sunt de ordinul patru pentru derivatele spațiale şi de ordin 
doi pentru cele temporale. Astfel se vor definii condițiile pentru capătul stâng al barei: 

      )(,)(,0 0

0

2

2

2

2

tQtxm
t

xI
x

v
IxE

x
tQ

x

ipz 






























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   tM
x

v
EItM

x
0

0
2

2

,0 




  

c) Masă şi rigiditate 

Ecuațiile de mişcare pentru teoria barelor Rayleigh vor putea fi scrise sub forma compactă utilizând 
operatori de masă şi rigiditate astfel: 

   
2

2

2

2

x
xIxE

x 





k  

   
x

xI
x

xm p 





m  

Dacă înlocuim în ecuația de mişcare vom avea: 

 
x

m
txqv

t

v i








,
2

2

km  

1.1.5. Teoria barei Timoshenko 

Teoriile prezentate anterior sunt foarte utile pentru a determina comportamentul barelor ale căror 
grosimi sunt foarte mici comparativ cu lungimile sau lungimile de undă ale deformațiilor sunt foarte 
mari în comparație cu grosimea barei. Pentru bare mai scurte sau pentru situații în care se caută 
vibrații ale căror lungimi de undă sunt mici este necesară o altă teorie de calcul. Cele două teorii 
prezentate nu iau în considerare şi deformațiile cauzate de forfecare. Teoria lui Timoshenko aduce o 
corecție asupra teoriilor existente adăugând deformațiile datorate tensiunilor de forfecare. Barele 
care includ corecții de forfecare şi inerția la rotatie sunt numite bare Timoshenko. 

a) Corecția eforturilor de forfecare 

Fie tensiunile şi deformațiile de forfecate de forma: 

 tyxxy ,,    ;      
2

,,
,, , tyx
tyx yx

xy


    . 

Legea lui Hooke va avea forma: 

         tyxxGtyxxGtyx xyxy ,,,,2,,    

 
Figura 1.3 

Ecuația constitutivă va avea forma: 

     
   
















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b) Ecuații constitutive, condiții la limită 

Ecuațiile de mişcare vor avea forma: 

         txqtx
x

v
xGxAk

xt

v
xm f ,,
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Forma generală a condițiilor inițiale este: 

   xvxv 00,  ,  x
t

v

t
0

0







 

   xx 00,   ,  xm
t t

0
0








 

c) Bare uniforme 

Ecuațiile caracteristice pot fi reduse la o singură ecuație. Pentru barele din materiale ale căror 
proprietăți sunt constante, ecuațiile de mişcare pot fi simplificate. Către capătul liber 0im , astfel 
vom avea: 

         txq
x

xIxE
xt

xI
xt

v
xm p ,

2
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Cu ajutorul operatorilor se poate scrie sub formă restrânsă ecuația barei Timoshenko: 

 txv
t

v
,

2

2

Fkm 



 
1.2. Cazuri particulare. Vibrațiile barelor zvelte 

1.2.1. Vibrații transversale 

Din relatia momentului incovoietor calculate in functie de distributia tensiunilor dupa axa y: 

 
2

2

dx

vd
IEydAxM z

A

x    

se calculeaza relatia momentului incovoietor in functie de spatiu sit imp: 

 
2

2

,
x

v
IEtxM z 


  

Pentru a determina fortlele taietoare si sarcina distribuita se scriu ecuatiile de echuilibru pentru un 
element infinit mic: 

 
3

3

,
x

v
IE

x

M
txT z 







  
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 
4

4

,
x

v
IE

x

T
txp z 







  

unde  txp ,  sarcina transversal pe lungime. Ea se poate fi definita in functie de sarcina inertiala si 
cea transversala. 

   
2

2

,,
t

v
Atxqtxp



   

Daca se inlocuiesc cele doua relatii se va obtine ecuatia diferentiala a miscarii: 

 txq
t

v
A

x

v
IE z ,

2

2

4

4









   

Moduri proprii de vibrații: 

       txVtxv sin,  

1.2.2. Vibrații longitudinale 

Fie bara de secțiune constantă cu deplasările axiale de forma:  txuu ,  care apar din cauza fortelor 
axiale. Se consideră un element de bară infinit mic având lungimea dx . Pentru elementul dxse scrie 
ecuația de mişcare pe direcție axială(x): 

  0
2

2














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N
N   

2
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u
A

x

N






   

Ecuația diferențială a vibrațiilor longitudinale: 

2

2

2

2

t

u

Ex

u






 

 

1.2.3. Vibrații torsionale 

Ecuația de mişcare în acest caz va avea forma: 

2

2

2

2

tGx 




 

 

Se admit soluții de forma: 

       txtx sin,  

1.3. Element finit unidimensional  

1.3.1. Mişcarea tri-dimensională a unui element finit unidimensional 

Pe baza teoriei dezvoltate anterior  vor fi stabilite ecuatiile de miscare pentru un element finit 
unidimensional.  
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Figura 1.5  Element finit unidimensional cu o mişcare tri-dimensională 

În literatura de specialitate sunt prezentate mai multe tipuri de elemente finite unidimensionale 

utilizate în analiza MEF a sistemelor de bare. Deformația unui punct arbitrar al barei depinde de 

coordonatele nodale alese care, în mod uzual, se aleg ca fiind la capetele elementului. Funcțiile de 

interpolare alese vor determina numărul și tipul de coordonate independente de care va fi nevoie 

pentru a descrie deformația elementului finit considerat. Elementul finit ales are o mişcare generală 

tri-dimensională împreună cu corpul din care face parte. Se presupune că se cunoaşte mişcarea 

generală rigidă a sistemului mecanic, deci se cunosc şi vitezele şi accelerațiile pentru toate punctele 

materialului continuu. Se mai presupune şi faptul că deformațiile diferitelor puncte de pe bară sunt 

mici şi nu vor influența mişcarea generală rigidă a sistemului mecanic. 

In funcție de vectorii de coordonate aleşi  1δ şi  2δ , deplasarea unui punct oarecare M de pe bară, 
notată  ),,( wvuδ , poate fi exprimată în puncție de deplasările nodale astfel: 

                     

      





















2

1

δ
δ

NδN
w
v
u

δ e                 (1) 

unde deplasările nodale  1δ şi  2δ  compun vectorul  eδ  al coordonatelor independente 
corespunzătoare elementului finit e: 

 








2

1

δ
δ

δe   ;                             (2) 

iar matricea  N  conține funcțiile interpolare. Liniile matricei  N  se vor nota   uN ,   vN  şi   wN : 

Se poate scrie: 

 

 

 

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

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
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
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
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
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δ
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δ
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    .               (4) 

Vectorii viteză şi accelerație unghiulară vor avea în sistemul de coordonate local forma: 

    GL ωRω  ;     GL εRε  ,                  (26) 

Pentru operatorii viteză unghiulară şi accelerație unghiulară expresiile vor fi: 

      RωRω G
T

L       ;            RεRε G
T

L   .   (27) 
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Considerând ecuațiile de definiție ale lui  Gω  şi  Gε  se obține: 

     




















0
0

0

xLyL

xLzL

yLzL
T

L RRω





 ;                  (28) 

În cele ce urmează se vor analiza câteva cazuri particulare. 

1.3.2. Element finit în mişcare plană 

În cazul mişcării plane particularitatea o reprezintă matricea de rotație  R : 

                                                         










 


100
0cossin
0sincos
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R                                                       (68) 

Prima respectiv a doua derivată a matricei  R  oferă viteza şi accelerația unghiulară. În cele ce 
urmează se vor exprima aceste derivate conform [12]. 

                                                             

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T
G RRω   ,                                    (71) 

reprezintă operatorul viteză unghiulară corespunzător vectorului viteză unghiulară: 

                                                                          
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0
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Vectorul accelerație unghiulară este definit astfel: 

                                                                 
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În urmaefectuării unor calcule elementare se va obține: 

                 
            
























 


000
010
001

000
001
010

2GGG

T

G
T ωωεRRεRR 

   . (74) 

Ecuația de mişcare pentru un element finit unidimensional, în sistemul local de coordonate, care 
poate fi scrisă sub formă simplificată: 
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2. OBIECTIVELE TEZEI 
Pentru a proiecta, realiza și opera un sistem MBS cu elemente elastice care să satisfacă 

cerințelor actuale și viitoare ale aplicațiilor, este nevoie de mai multe cercetări pentru a îmbunătăți 
modelele utilizate și viteza cu care se obține proiectul și rezultatele. Acest lucru va asigura 
dependența de prototipuri fizice, reducând astfel costul și timpul de proiectare. Fidelitatea unui model 
poate fi îmbunătățită prin încorporarea în model a tuturor fenomenelor relevante care afectează 
răspunsul dinamic. 

Viteza de calcul este necesară în special pentru proiectare, pentru problemele de dinamica 
inversă și cele de optimizare a proiectării, din cauza numărului mare de iterații implicate în aceste 
procedee. În plus, unele aplicații noi, cum ar fi modelele de control și interacțiunea unui (MBS) cu 
mediul în sistemele de realitate virtuală, necesită o predicție a răspunsului în timp real (sau foarte 
rapid). În etapele precedente de studiu din domeniu, precizia a fost sacrificată în favoarea vitezei de 
calcul, întrucât calculele nu puteau fi rezolvată într-un timp rezonabil pe computerele existente. În 
prezent, viteza din ce în ce mai mare a computerelor oferă oportunități pentru simulări rapide de 
înaltă fidelitate. Îmbunătățirea fidelității și vitezei modelului FMD necesită mai multe cercetări în 
următoarele domenii ale (MBS). 

2.1. Modele de bază 
Sunt necesare mai multe cercetări pentru îmbunătățirea modelelor de bază utilizată în studiul unor 
astfel de sisteme. Acestea vor trebui să includă: 
• Elemente de grindă, placă și tridimensionale mai precise și eficiente. Eficiența înseamnă că 
elementul nu este prohibitiv de scump referitor la timpul de calcul în comparatie cu alte elemente 
disponibile care pot rezolva aceeași problemă la aceeași precizie. Elementul trebuie să țină seama cu 
exactitate de următoarele cerințe: rotație mare spațială rigidă a corpului, deformații mari, deformații 
de forfecare, inerție la rotație, curbură inițială, grinzi și plăci curbate, secțiuni transversale variabile, 
legi constitutive de material anisoptropic, neliniar, incluzând amortizari, frecări și ruperea materialului. 
• Modele cu frecare de contact/impact. În mod obișnuit, frecarea este modelată folosind un model 
de frecare Coulomb. Totuși există și metode mai sophisticate și este necesar să fie incorporate in 
cadrul modelelor actuale (MBS). Frecarea poate deveni foarte importantă în aplicații precum 
andocarea și asamblarea în spațiu sau la modelarea unor roboți și manipulatori. 
• Modelarea legăturilor cu joc. Sunt necesare mai multe cercetări pentru a evalua aceste tipuri  de 
legături, inclusiv frecările și amortizările din legături. Aceste efecte pot să nu fie importante pentru 
sistemele care operează la viteze mici și/sau cu precizie redusă. Pentru îmbinările de înaltă 
performanță, înțelegerea acestor efecte va fi foarte importantă în viitor. 

2.2 Formalisme utilizate 
Din punctual de vedere al sistemelor de referință utilizate, se poate face o clasificare a modurilor de 
rezolvare în trei clase mari [  ]. O înțelegere a fundamentelor matematice ale formulărilor existente 
este necesară și presupune rezolvarea ( într-o primă analiză) a următoarelor probleme: 
• Relația matematică între cele trei tipuri de sisteme de referință. Sunt necesare studii 
suplimentare pentru a lămuri relațiile care există între cele trei formulari. Acest lucru va lămuri 
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limitările și gradul de valabilitatea a răspunsului în cadrul fiecărui model. Unele lucrări au arătat 
echivalența dintre metoda sistemului care se miscă odată cu elemental elastic (sistemul corotational) 
și metoda sistemului inertial.  
• Utilizarea coordonatelor unghiuri de rotație pentru sistemul de referință corotational și sistemul 
de referință inertial. În aceste două sisteme de referință sunt utilizate multe grade de libertate de tip 
unghiuri care spre exemplu unghiurile lui Euler.  Sunt necesare studii care să stabilească în ce măsură 
există limitari în utilizarea unor astfel de coordinate  
• Formulări hibride. Acestea apar dacă sunt utilizate, într-o aplicație, mai mult decât un singur 
system de referință.  
• Efectul neliniarităților asupra coordonatelor modale. 

2.3 Strategii de calcul 
Sunt necesare strategii de calcul îmbunătățite, care include dezvoltarea unor studii în: 
• Strategii de obținere a soluțiilor. Sunt necesare recomandări privind alegerea procedurilor de 
obținere implicite și explicite ale soluției.  
• Proceduri paralele de obținere a soluției. Cele mai avantajoase sunt procedurile care pot realiza o 
accesare liniară a numărului de procesoare proportional cu numărul de grade de libertate al 
sistemului. Metodele explicite satisfac în mod natural această condiție. Este nevoie de mai multe 
cercetări pentru a dezvolta metode hibride implicite sau implicite-explicite care să obțină o accesare 
aproape liniară. 
• Strategii adaptative. Sunt necesare cercetări suplimentare pentru adaptarea modelului la 
sistemele de referință alese, alegerea elementelor finite, etc elemente care pot fi schimbare în timpul 
simulării, dacă se consideră necesar din alte motive.  
• Manipularea simbolică. Manipularea simbolică poate reduce numărul de operații matematice 
necesare în timpul simulării numerice.  

2.4 Verificarea și validarea simulărilor numerice 
Pentru a verifica și valida acuratețea metodelor de simulare numerică, este nevoie de un set de 
rezultate experimentale și numerice obținute pe cazuri standard, pentru a putea face o comparație. 
• Benchmark pentru rezultatele experimentelor (benchmark reprezintă un standard sau colectie 
de date în raport cu care rezultatele obținute pot fi comparate). Acestea sunt necesare pentru a valida 
și evalua exactitatea modelelor de calcul în reprezentarea efectelor cheie precum: mișcare spațială, 
bucle deschise/închise, rotație de mare viteză sau deformații mari etc. Majoritatea studiilor 
experimentale anterioare s-au concentrat pe sisteme (MBS) simple, de exemplu grinzi în rotație, 
manipulatoare cu două elemente, mecanisme simple pentru a evidenția, în general, doar unul dintre 
aceste efecte.  
• Benchmark pentru simulari. Este necesară existent și dezvoltareaa unui set de simulări de 
referință pentru verificarea și compararea modelelor de calcul. Aceste seturi de date de referință 
trebuie să fie concepute pentru a viza efecte individuale, precum și efecte cuplate.  
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2.5. Obiectivele lucrării 
Obiectivul general al tezei este constituit din dezvoltarea metodelor de calcul, utilizând aparatul 

puternic și validat în practică al metodei elementelor finite, pentru sistemele multicorp cu elemente 

eleastice și cu verificarea exprimentala a rezultatelor obținute. Metodele obținute pot ajuta la 

diversificarea tipurilor de structuri studiate si pot face ca procesul de proiectare, de calcul sau de 

fabricare a  unor astfel de sisteme mecanice să devină mai simplu iar timpii alocați acestei etape în 

cadrul unul proiect să se micșoreze. Câmpul principal de aplicabilitate al acestor cercetări este în 

domeniul ingineriei mecanice cu aplicații în toate ramurile inginerești,  dar cu predilectie in industria 

construcțiilor de mașini, ingineria autovehiculelor, ingineria aerospatiala și inginerie civilă. În cadrul 

acestui obiectiv general teza își propune: 

- analiza unor tipuri de elemente finite existente in cadrul aplicatiilor inginerești; 
- dezvoltarea unor noi tipuri de elemente finite pentru extinderea studiului la noi tipuri de 

structuri; 
- determinarea proprietăților ecuațiilor de mișcare; 
- validarea experimentală a rezultatelor prin realizarea unui stand cu un mecanism al unei pompe 

eoliene de apă pe care s-au făcut măsurători; 
- formularea unor recomandări care să ajute proiectanții unor astfel de structuri să utilizeze 

rezultatele obținute în cadrul tezei. 
Acest obiectiv general va fi realizat in cadrul etapelor enumerate mai sus si va conduce la 

obiective conexe, secundare care vor fi prezentate in diferite faze ale realizarii lucrării. Îndeplinirea 

acestor obiective va face posibilă îndeplinirea globală a temei care a fost propusă în teza de doctorat. 

Obiectivele secundare sunt constituite din: 

1. O analiză a stadiului în care se află cercetarile în domeniul tezei prin analiză critică a 

lucrarilor elaborate de alți cercetători. Este un domeniu interdisciplinar și impune o gamă largă 

de lucrări studiate. Domeniul se intrepătrunde cu mecanica, rezistența materialelor, organe de 

mașini și mecanisme, matematica, metode numerice de calcul, construcții, măsurători 

experimentale. În cadrul secțiunii Bibliografie am trecut doar lucrările semnificative pentru 

tema aleasă, alese dintr-un număr foarte mare de lucrări analizate existente în cadrul 

domeniului;  

2. Identificarea direcției de cercetare în cadrul domeniului,, stabilirea temei și a 

obiectivelor principale care urmează a fi realizate. Identificarea unor noi tipuri de structuri care 

nu au mai fost analizate în trecut din acest punct de vedere; 

3. Identificarea metodelor care vor fi utilizate pentru rezolvarea obiectivelor; 

4. Modelarea sistemelor studiate utilizând Metoda Elementelor Finite; 

5. Analiza dinamică a sistemelor multicorp utilizând proceduri specifice; 

6. Analiza metodelor de scriere a ecuațiilor de mișcare pentru un element finit și 
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utilizarea unui formalism adecvat pentru dezvoltarea cercetărilor; 

7. Analiza critică a metodelor de modelare și de rezolvare cantitativă și calitativă  a 

ecuațiilor diferențiale de ordinul doi obținute; 

8. Analiza și identificarea celor mai potrivite metode de calcul numeric pentru rezolvarea 

problemelor speciale impuse de tematică; 

9. Determinarea unor proprietăți caracteristice în cazul studiului unor astfel de sisteme; 

10. Conceperea și realizarea fizică a unui stand cu un mecanism care simuleaza o pompa de 

apă eoliană; 

11. Analiza unui sistem structural real, modelarea, calculul la vibrații și verificarea 

teoretică a proprietăților enunțate anterior; 

12.  Efectuarea unor simulări numerice și compararea acestora cu rezultatele măsurătorilor; 

13.  Analiza critică a rezultatelor teoretice obținute, concluzii și propuneri de valorificare a 

cercetărilor; 

14.  Diseminarea rezultatelor prin publicarea rezultatelor în reviste indexate ISI și în 

volumeloir conferințelor științifice din țară și străinătate; 

15.  Identificarea unor posibile viitoare direcții de cercetare și de dezvoltare ale 

subiectului; 

16.  Formularea unor concluzii și indicații pentru proiectanții de structuri mecanice. 

 

Realizarea obiectivelor propuse a avut loc la Departamentul de Inginerie Mecanică din universitate, 

care mi-a oferit sprijinul logistic și laboratoarele departamentului pentru realizarea încercărilor. 
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3. APLICAȚIE. ROTAȚIA UNEI BARE ÎN JURUL UNEI AXE 

3.1. Element finit aflat în mişcare de rotație în jurul unei axe perpendiculare pe 
element 

În cele ce urmează se vor determina ecuațiile de mișcare pentru un element finit unidimensional de 
tip bară în mişcare tri-dimensională care are o mișcare în jurul axei Oz, cu viteza unghiulară omega ω . 

Majoritatea termenilor de la Capitolul 1 privind bara llinear elastică rămân valabili. Rigiditatea 
geometrică are, în acest caz, o formă specifică. Din acest motiv calculele de cap. 1 privind această 
parte vor fi explicitate. 

Dacă se neglijează deformațiile axiale, o forță axială P va da energia internă: 

dx
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Ptot reprezintă forța axială totală din secțiunea transversală a barei la o distanță x de capătul din 
stânga. Dacă avem la capătul din drepta al barei forța axială Px, Ptot este compusă cu Px la care se vor 
adăuga efectele forțelor inerțiale care acționează pe lungimea parțială a barei între limitele x şi L. 

Pentru a le determina trebuie calculată accelerația punctului curent, luând în considerare mişcarea 
barei ca şi corp rigid, în coordonatele globale de referință (Fig. 5.2): 
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Matricea  R  schimbă componentele unui vector din sistemul mobil de referință Oxyz într-un vector 
în sistemul fix de referință O`XYZ. În sistem de coordonate local avem: 

                                          

             


























0
0

0
0,

x
ωω

x
εaaRa LLLLoG

T
L           

                                 

 










 









































0
0

)(

0
)(

0

0
0

0

0
22

,

xd
xd

x
xa Lo





    ,                                (3.3) 

unde: 

                                                                         GoT
Lo aRa ,,     .                                                                  (3.4) 

 

Matricea antisimetrică: 
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reprezintă operatorul viteză unghiulară corespunzător vectorului viteză unghiulară: 
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Vectorul accelerație unghiulară este definit astfel: 

                                                             TGG ωε                                               (3.7) 

În urma efectuării calculelor se obține: 
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Se folosesc notațiile: 
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Vectorii și operatorii viteză unghiulară și accelerație unghiulară nu-și schimba forma în cele două 
sisteme de coordonate (local și global). Acest lucru va ușura substantial efortul de calcul necesar a fi 
facut pentru acest tip de mișcare.  

Vectorii viteză şi accelerație unghiulară vor avea în sistemul de coordonate local forma: 
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Pentru operatorii viteză unghiulară şi accelerație unghiulară expresiile vor fi: 
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Considerând ecuațiile de definiție ale lui  Gω  şi  Gε  se obține: 
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Forța de inerție acționând asupra porțiunii de bară cuprinsă între secțiunea x și capătul din dreapta al 
barei este, în sistemul de referință local,  dată de: 
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Componenta acestei forțe după axa x , care este singura care interesează în cazul de față este: 
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Energia internă datorată inerției are forma: 
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3.2. Utilizarea aproximațiilor prin polinomiale de gradul 3 și polinomiale de gradul 5 

Pentru mișcarea de rotație cu axa fixă s-au utilizat cele două tipuri de polinomiale mai des folosite și 
anume aproximarea câmpului de deplasări cu funcții polinomiale de gradul trei și cu funcții 
polinomiale de gradul cinci. 

 Un element finit 
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Fig. 3.2 

În cazul ecuațiilor de gradul al V-lea apar două frecvențe pe care, utilizand ecuații polinomiale de grad 
trei, nu le putem identifica. 

 
Fig. 3.3. 

În cazul unui număr mai mare de elemente creşte precizia de calcul. Se vor compara valorile maxime 
obținute în cazul mai multor elemente, pentru primele nouă frecvențe proprii. 
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 Tabel 3.1 

Nr. 20 de elemente 30 de elemente 40 de elemente 50 de elemente 60 de elemente 

Ec. grad III Ec. grad V Ec. grad III Ec. grad V Ec. grad III Ec. grad V Ec. grad III Ec. grad V 
Ec. grad 

III 
Ec. grad 

V 

1 182.4265 182.4265 182.4265 182.4265 182.4265 182.4265 182.4265 182.4265 182.4265 182.4265 

2 1142.853 1142.851 1142.851 1142.851 1142.851 1142.851 1142.851 1142.851 1142.851 1142.851 

3 3198.275 3198.222 3198.233 3198.222 3198.226 3198.222 3198.224 3198.222 3198.223 3198.222 

4 6262.507 6262.116 6262.194 6262.116 6262.141 6262.116 6262.127 6262.116 6262.121 6262.116 

5 10342.5 10340.76 10341.1 10340.76 10340.87 10340.76 10340.8 10340.76 10340.78 10340.76 

6 15432.94 15427.18 15428.34 15427.18 15427.55 15427.18 15427.33 15427.18 15427.25 15427.18 

7 16305.11 16305.11 16302.79 16302.79 16301.97 16301.97 16301.59 16301.59 16301.39 16301.39 

8 21529.31 21513.82 21516.95 21513.82 21514.82 21513.82 21514.23 21513.82 21514.02 21513.82 

9 28627.7 28591.66 28599 28591.66 28594.01 28591.66 28592.62 28591.66 28592.13 28591.66 

 

În imaginile de mai jos este prezentată analiza realizată pentru 30 de elemente finite: 

 
Fig. 3.12. 
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Fig. 3.13. 

În figura de mai jos sunt comparate valorile primelor trei ferecvențe pentru cazul de calcul cu ecuații 
polinomiale de gradul III(roşu) şi gradul V(albastru), pentru un număr de 5 de elemente. 

 
Fig. 3.14. 

În figura de mai jos sunt comparate valorile ferecvențelor pentru cazul de calcul cu ecuații polinomiale 
de gradul III (roşu) şi gradul V(albastru), pentru un număr de 30 de elemente. 
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Fig. 3.15. 

Primele 2 frecvențe pentru ecuațiile polinomiale de gradul III şi diferite numere de 
elemente(20,30,40,50,60): 

 
Fig. 3.16. 

Primele 2 frecvențe pentru ecuațiile polinomiale de gradul V şi diferite numere de 
elemente(20,30,40,50,60): 

 
Fig. 3.17. 

Primele 3 frecvențe pentru ecuațiile polinomiale de gradul III şi V şi diferite numere de 
elemente(30,40,50): 
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Fig. 3.18. 

3.2.1. Funcții de interpolareă de gradul III 

Tabel 3.2.Primele două pulsații proprii pentru viteza unghiulară ω=1000(1/s) 

Nr. 
elem. 

Pulsația proprie p1 ε Pulsația proprie p2 ε 

 Hz -- -- 

5 2,07E+08 0,000847 8,177E+09 1,08E-03 

10 2,07E+08 0,000265 8,169E+09 1,03E-04 

15 2,07E+08 0,00013 8,168E+09 3,37E-05 

20 2,07E+08 7,71E-05 8,167E+09 1,72E-05 

25 2,07E+08 5,11E-05 8,167E+09 1,07E-05 

30 2,07E+08 3,63E-05 8,167E+09 7,38E-06 

35 2,07E+08 2,72E-05 8,167E+09 5,43E-06 

40 2,07E+08 2,11E-05 8,167E+09 4,17E-06 

45 2,07E+08 1,68E-05 8,167E+09 3,31E-06 

50 2,07E+08 1,37E-05 8,167E+09 2,70E-06 

55 2,07E+08 1,14E-05 8,167E+09 2,24E-06 

60 2,07E+08 9,7E-06 8,167E+09 1,89E-06 

65 2,07E+08 8,29E-06 8,167E+09 1,62E-06 

70 2,07E+08 7,12E-06 8,167E+09 1,40E-06 

75 2,07E+08 6,3E-06 8,167E+09 1,22E-06 

80 2,07E+08 5,47E-06 8,167E+09 1,08E-06 

85 2,07E+08 4,78E-06 8,167E+09 9,57E-07 

90 2,07E+08 4,67E-06 8,167E+09 8,61E-07 
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Fig.3.20.Pulsația proprie p2(Hz) şi ε pentru p2 

 
Fig.3.26. Compararea pulsației proprii p2(Hz) şi ε pentru p2 pentru fiecare caz 

3.2.2. Funcții de interpolare de gradul V 

Tabel 3.5. Primele două pulsații proprii pentru viteza unghiulară ω=1000(1/s) 

Nr. Elem. Pulsația proprie p1 ε Pulsația proprie p2 ε 

 Hz -- -- 

5 2.08E+08 2.17E-03 8.172E+09 2.86E-04 

10 2.07E+08 7.52E-04 8.169E+09 1.34E-04 

15 2.07E+08 2.50E-04 8.168E+09 4.67E-05 

20 2.07E+08 1.25E-04 8.168E+09 2.36E-05 

25 2.07E+08 7.48E-05 8.168E+09 1.43E-05 

30 2.07E+08 4.98E-05 8.168E+09 9.55E-06 

35 2.07E+08 3.56E-05 8.168E+09 6.84E-06 

40 2.07E+08 2.66E-05 8.167E+09 5.14E-06 

45 2.07E+08 2.08E-05 8.167E+09 4.00E-06 
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50 2.07E+08 1.65E-05 8.167E+09 3.21E-06 

55 2.07E+08 1.35E-05 8.167E+09 2.63E-06 

60 2.07E+08 1.10E-05 8.167E+09 2.20E-06 

65 2.07E+08 9.77E-06 8.167E+09 1.85E-06 

70 2.07E+08 8.28E-06 8.167E+09 1.59E-06 

75 2.07E+08 6.91E-06 8.167E+09 1.36E-06 

80 2.07E+08 5.90E-06 8.167E+09 1.20E-06 

85 2.07E+08 6.18E-06 8.167E+09 1.08E-06 

90 2.07E+08 4.88E-06 8.167E+09 9.25E-07 

 

 
Fig.3.27. Pulsația proprie p1(Hz) şi ε pentru p1 

 
Fig.3.28. Pulsația proprie p2(Hz) şi ε pentru p2 
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Fig.3.31. Compararea pulsației proprii p1(Hz) şi ε pentru p1 pentru fiecare caz 

 
Fig.3.32. Compararea pulsației proprii p2(Hz) şi ε pentru p2 pentru fiecare caz 

3.2.3. Răspunsul dinamic al unei bare în câmp centrifugal 

 
Fig.3.33. Pulsații proprii pentru L=0.55 m (D şi ω variable) 
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Fig.3.34. Pulsații proprii pentru L=0.55 m şi L=1m (D şi ω variable), prima valoare proprie. 

 
Fig.3.35. Pulsații proprii pentru L=0.55…..1 m (D şi ω variable), prima valoare proprie 
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Fig.3.37. Domeniul de instabilitate pentru  D, ω şi L variable 

 
Fig.3.38. Domeniul de instabilitate pentru  D, ω şi L variable 
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4. UTILIZAREA  ECUAȚIILOR LUI KANE PENTRU 
SCRIEREA ECUAȚIILOR DE MIȘCARE 

4.1. Generalități  
Mecanica analitică a oferit, încă  de la începuturile sale, mai multe formalisme echivalente utile în 

analiza sistemelor mecanice cu un număr mare de DOF. Avantajul acestor descrieri constă în faptul că 

sunt foarte potrivite pentru generalizări. Cu toate acestea, în practică, în ciuda unui număr relativ 

mare de metode de abordare, s-au utilizat cu precădere ecuațiile lui Lagrange. Succesul acestei 

metode se bazează pe faptul că operează cu noțiuni clasice și bine cunoscute de mecanică, energie 

cinetică, energie potențială și lucrul mecanic. Progresul semnificativ al ultimelor cinci decenii în 

domeniul metodelor de calcul numerice și utilizarea calculatoarelor în toate domeniile permite 

reconsiderarea acestor metode care pot oferi soluții mai rapide sau mai ușor de obținut. Unele dintre 

aceste formalisme pot aduce avantaje în ceea ce privește modelarea, algoritmii de scriere și economii 

în timpii de calcul. Avantajele și dezavantajele sunt rezumate la sfârșitul acestei secțiuni. Folosindu-

se un formalism convenabil este posibilă reducerea operațiilor de calcul. De exemplu, metoda lui 

Hamilton ne conduce direct către un sistem de ecuații diferențiale de ordinul întâi, care pot fi 

rezolvate numeric fără alte transformări, cum se întâmplă în cazul ecuațiilor lui Lagrange, când este 

necesar să transformăm sistemul de ecuații diferențiale de ordinul doi într-un sistem de ecuații 

diferențiale de ordinul întîi. 

Ultimul deceniu ne arată că am început să reconsideram toate formalismele mecanicii analitice, 

pentru a facilita reprezentarea modelelor și pentru a reduce operațiile aritmetice necesare. Există 

lucrări care au aplicat și analizat metode alternative de obținere a ecuațiilor mișcării. În cele ce 

urmează, va fi prezentat un rezumat al unora dintre aceste cercetări. 

S-a dovedit că metoda ecuațiilor lui Lagrange este convenabilă pentru multe aplicații [1-7]. 

Utilizarea altor formulări echivalente în mecanica analitică a fost investigată sporadic. 

Ecuațiile Gibbs-Appell (GA), deși rareori utilizate în studiul sistemelor mecanice, au avantaje 

evidente în ceea ce privește volumul de calcul care trebuie efectuat. Comparativ cu ecuațiile lui 

Lagrange rezultă avantaje cu privire la timpul necesar de calcul [8]. 

Dezavantajul este că cercetătorii sunt mai puțin familiarizați cu noțiunea de energie a 

accelerațiilor. Metoda (GA) este utilă în studiul sistemelor neolonome. Avantajele utilizării metodei 

(GA) au fost prezentate în lucrările legate de calculul sistemelor multibodi cu elemente rigide [9]. 

Ecuațiile finale obținute prin aplicarea acestei metode sunt identice cu cele obținute cu ecuațiile lui 

Lagrange, dar efortul de calcul este mai mic[10]. Avantajul major al metodei este că multiplicatorii 

Lagrange nu apar în ecuațiile scrise, metoda îi elimină direct și, ca urmare, numărul de necunoscute 

este mai mic [11]. Aceste avantaje au fost observate de cercetători și, în ultima perioadă, metoda 

tinde să devină o procedură [12]. 
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Folosind rezultatele prezentate în [1-16], se pot prezenta la avantajele și dezavantajele modelării 

unui sistem mecanic elastic utilizând formalismul echivalent din mecanica analitică: 

- Utilizarea ecuațiilor lui Lagrange este cea mai folosită metodă de către cercetători pentru a 

studia astfel de sisteme. Motivul principal este gradul de generalitate și abstractizare pe care îl 

permite această metodă, dar și faptul că cercetătorii sunt obișnuiți cu ea. Un dezavantaj major este 

faptul că trebuie determinați multiplicatorii lui Lagrange ceea ce, pentru sistemele mari, poate deveni 

un lucru dificil; 

- Ecuațiile Gibbs-Appell au avantajul că efortul de calcul implicat în procesul de modelare este 

mai mic. Pe de altă parte, această metodă implică introducerea unei noțiuni cu care cercetătorii sunt 

mai puțin obișnuiți să opereze, și anume energia accelerațiilor; 

- Ecuațiile lui Hamilton permit obținerea directă a ecuațiilor diferențiale de ordinul întâi care 

trebuie rezolvate. În acest fel, este evitată o etapă consumatoare de timp pentru transformarea 

sistemului de ecuații diferențiale de ordinul doi într-un sistem de ecuații diferențiale de ordinul întâi. 

Cu toate acestea, metoda are dezavantajul necesității de a efectua numeroase calcule preliminare. Nu 

cunoaștem un studiu concret al tuturor aspectelor implicate în utilizarea acestei metode. 

- utilizarea ecuațiilor lui Maggi și ale lui Kane (două formulări echivalente ale acelorași principii) 

are avantaje în analiza sistemelor neolonome. Condițiile de legătură, exprimate linear, pot fi utilizate 

imediat ușor și direct în ecuațiile mișcării. De asemenea, mai au avantajul că ecuațiile obținute nu mai 

conțin multiplicatorii Lagrange sau forțele de legătură din ecuațiile Newton-Euler. 

4.2. Cinematică 
În cadrul aplicației considerate s-a utilizat un element finit unidimensional pentru a studia 

răspunsul dinamic al unui mecanism plan cu două grade de libertate. Pentru a aplica (KE) este necesar 

să se studieze cinematica elementului. În astfel de analiză va trebui să determinăm viteza și 

accelerația unui punct oarecare al elementului, exprimată în termeni de coordonate nodale. O analiză 

a acestei probleme poate fi găsită în [2-6]. Funcțiile de interpolare utilizate vor determina câmpul de 

deplasări în funcție de coordonate nodale independente. 
 

 
Fig. 4.1. Element finit unidimensional 

 



 
 

 41

Poziția punctului M după deformare cand devine  M' este dată in cap. 1., unde p, pentru problema 

plană )v,u(f  este vectorul deplasare al punctului, iar matricea funcțiilor de interpolare este: 
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δ ,  și  1δ ,  2δ  sunt vectorii deplasărilor capetelor barei. Rotația capătului barei este [6] :  

      e'
)v(e)v( δNδN

dx

d

dx

dv
  .                                                              (4.2) 

4.3.  Utilizarea  ecuațiilor lui Kane 
 

Metoda și ecuațiile lui Kane au reprezentat în ultimele decenii o metodă aplicată tot mai des la 

studiul sistemelor multicorp. Ea poate fi folosită atât pentru sisteme olonome cât și pentru sisteme 

neolonome și elimină unele dintre dezavantajele metodelor clasice în mecanica analitică (Newton-

Euler și Langrange).  

Pentru un element finit elastic considerat solid, ecuația lui Kane poate fi scrisă ca: 
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Ecuațiile de miscare pentru un singur element finit unidimensional , în acest caz, devin: 
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Table 4.4. Compararea numărului de operații pentru cele două metode 
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Număr de elemente Număr de operații 

1 10 30 1 10 30 

Număr de operații 

78 1008 9,486 6 33 93 

 
Din analiza calculului prezentat s-au determinat diferenţele dintre numărul de diferenţiări ale celor 

două metode, pornind de la nivelul scrierii ecuaţiilor de mişcare pentru un singur element. Diferenţa 

este significantă şi ar trebui să ducă la reducerea timpului de calcul dacă se aplica metoda ecuaţiilor 

lui Kane. În realitate, în procedura scrierii ecuaţiilor de mişcarepentru un sistem multicorp, acest pas 



 
 

 42

reprezintă doar o parte din multitudinea de operaţii necesare. În consecintă, reducerea de timp 

obţinută este foarte mică. De exemplu, în cazul scrierii programului Matlab pentru aceste operaţii 

studiate şi discretizând cu 30 de elemente, comparaţia a dus la scăderea timpului de calcul cu doar 

7%.  

4.4.  Concluzii 
Literatura studiată sugerează concluzia că metoda ecuațiilor lui Lagrange prezintă avantajul că 
cercetătorilor sunt obișnuiți cu metoda. Principalul dezavantaj este necesitatea de a determina 
multiplicatorii Lagrange din DAE obținut, lucru dificil de realizat în cazul sistemelor cu multe grade de 
libertate. Aceasta procedură implică calcule numeroase și timpi de calculator mari. Prin comparație, 
metoda GA pare să elimine acest dezavantaj, dar introduce o nouă noțiune, energia accelerațiilor, cu 
care majoritatea cercetătorilor nu sunt familiarizați. Metoda KE, care este echivalentă cu metoda ME, 
a început să fie utilizată mai pe larg în ultimul deceniu, studii determinate și de industria de 
automatizare și de roboții industriali. 

În acest capitol s-a făcut și o comparație între cele două metode. S-a înregistrat o scădere, minoră, a 
timpului necesar de calcul. Acest lucru se datorează faptului că dimensiunea sistemului analizat este 
mică. În cazul sistemelor mari, cu un număr mare de elemente finite, se poate presupune că timpul de 
calcul câștigat va fi semnificativ. Ecuațiile lui Kane pot fi o alternativă economică și simplă la 
problemă. Metodele menționate și celelalte cunoscute din mecanica analitică vor fi reevaluate în 
contextul dezvoltării industriei moderne, caracterizate prin mecanisme de lucru cu viteze mari și 
sarcini mari și vor determina adaptarea software-ului comercial la acestea noi metode. 
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5. Dinamica elementului finit bidimensional 
5.1.  Element finit plan în stare de membrană 

În cadrul acestui capitol se va considera o placă pentru care se vor determina ecuațiile de mișcare 

pentru diferite cazuri particulare de mișcare. Se va considera un singur element finit plan, în stare de 

membrană. Se raportează elementul considerat a sistemul local de coordonate Oxy legat, solidar de 

element. Sistemul local de coordonate este mobil și participă la mișcarea plană a elementului. Se 

notează cu v ),( ooo YX   viteza și cu a ),( ooo YX   accelerația originii sistemului de referință mobil. 

Sistemul mobil  va avea o viteză unghiulară    și o accelerație unghiulară   . [1],[2],[16]. 

Matricea ortonormală:  
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sincosR                                                                       (5.1) 

face trecerea de la sistemul local la sistemul global de coordonate. Un vector ),( yx vvv  cu 

componentele exprimate în sistemul local de coordonate, devine în sistemul de referință global 

[3],[4]: 
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Figura 5.1. Element finit dreptunghiular 

Dacă se notează vectorul de poziție al unui punct ales arbitrat M al unui element finit de tip 

membrană cu  GMr , se poate scrie: 

                                                               LGOGGOGM rRrrrr                                                         (5.3) 

Pentru elementul finit triunghiular studiat care are noduri la capete, funcțiile de interpolare se vor 

alege astfel: 
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Expresia energiei cinetice pentru un singur element finit va fi: 
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Lucrul mecanic al forțelor distribuite şi concentrate va da:  
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Lagrangianul elementului finit considerat va avea forma:  

   c
pc WWEEL    .          (5.13) 

5.2.  Element finit triunghiular 

Dacă se raportează elementul finit la un sistem de referință situat în poziția centrului de masă al 
elementului, există relațiile: 

AdAdxdy
VV

                                                                            (5.25) 

unde: A este aria triunghiului. 

Deplasarea punctului i va avea componentele ui, vi, i=1,2,3. Funcțiile de interpolare liniare pentru 
deplasare vor fi: 
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Dacă se pun condițiile ca în noduri funcțiile de interpolare să asigure deplasările, vom avea: 
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După efectuarea calculelor se obține:  
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5.3. Element finit dreptunghiular in stare de membrană 

5.3.1. Calculul coeficienților matriceali 

Câmpul deplasărilor: 
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                                                          (5.50)
 

Coeficienții se determină în funcție de deplasările celor patru colțuri. Relația câmpului de deplasări va 
deveni: 
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unde:  

a

x
 ; 

b

y
 . 

   
 

Matricea maselor va avea forma: 
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Matricea de amortizare conservativă va fi: 
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(5.56) 

Matricea de rigiditate se va putea scrie sub forma: 
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5.3.2. Ecuațiile de mișcare pentru un element finit 

Pentru un element finit dreptunghiular calculul vaslorilor proprii este făcut pentru diferinte variante 
dimensionale.  

 
a. Prima valoare proprie funcție de rap. a/b;                b. A doua valoare proprie funcție de 
rap. a/b 

Figura 5.2. Variația valorilor proprii pentru diferite dimensiuni 
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        a         b 
   a. Prima valoare proprie pentru 5 valori ale rap. a/b; b. A doua valoare proprie pentru 5 valori ale rap. 

a/b; 
Figura 5.3 

 

  a  Prima valoare proprie pentru a/b=2;         b. Prima valoare proprie pentru a/b=3 
Figura.5.4 

 

Pentru un element finit dreptunghiular, calculul este făcut calculul valorilor proprii pentru unele 
variante geometrice. Se poate observa o oarecare variație a valorilor proprii având în vedere 
geometria dreptunghiului. 

5.3.3. Aplicație. Placă dreptunghiulară în mișcare de rotație 

Se consideră o placă cu dimesiunile a = 0,2 m și b =  0,16 m. Grosimea este 0,001 m iar modulul lui 

Young este 210 GPa. Densitatea este 7.800 kg/m3 (Fig.6.5). 

 

 
Figura 5.7. Primele 15 valori proprii pentru diferite viteze unghiulare 

In Fig. 5.7 sunt reprezentate primele 15 valori proprii pentru o viteză unghiulară de 14.000 

rad/s. 
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Figura 5.8. Primele 15 valori proprii pentru o viteză unghiulară de  14.000 rad/s 

5.3.4.  Mişcarea elementului finit patrulater  în stare de membrană 

                                                      a             b 

   a. Prima valoare proprie pentru valori diferite ale raportului a/b; b. A doua valoare proprie pentru 
valori diferite ale raportului a/b 

Figura 5.9 

a         b 

a. Prima valoare proprie pentru 5 valori diferite ale raportului a/b;  b. A doua valoare proprie 
pentru 5 valori diferite ale raportului a/b 

Figura 5.10 
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                                                        a      b 

a. Prima valoare proprie pentru a/b=2;                          b. Prima valoare proprie pentru a/b=3 

Figura 5.11 

5.4.  Element finit triunghiular încovoiat 

În cazul elementului finit triunghiular încovoiat vor apărea nouă grade de libertate: deplasarea 
normală w, precum şi rotațiile în jurul axelor sistemului de referință (ox, oy). Luând în considerare 
deplasările vârfurilor, se poate scrie următoarea expresie: 
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4321 4442 yCyxxyCxCyCxyCxCyCxCCw  . 

Dacă se scriu ecuațiile pentru θ şi φ vom avea: 
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.
 

Relațiile anterioare se scriu pentru vârfurile elementului şi vom obține următoarea relație: 
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Astfel, sub formă prescurtată se va putea scrie: 

     CA   

Din ecuația de mai sus se vor determina constantele C: 

      1AC  

Inversa matricei A: 
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Matricea maselor va avea forma: 
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5.5. Element finit dreptunghiular încovoiat 

Dacă se adoptă elementul finit cu douăsprezece grade de libertate (o deplasare w şi două rotiri θ şi φ 
în fiecare vârf), se poate lua drept câmp de deplasări w un polinom de gradul patru , care să conțină 
doisprezece parametrii: 
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Dacă se scriu deplasările şi rotirile pentru cele patru puncte ale structurii atunci vom avea: 
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Ecuaţia de mai sus se poate scrie sub formă prescurtată astfel: 

     CA   

Din ecuația de mai sus se vor determina constantele C: 

      1AC  

Pentru a scrie matricea de rigiditate a elementului se va folosi relația: 
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6. MĂSURĂTORI EXPERIMENTALE  

6.1. Introducere 
  Teoria dezvoltată în cadrul tezei a fost verificată pe un mecanism cu două grade de libertate a 

unei pompe eoliene utilizate pentru scoaterea apei. S-au făcut două tipuri de experimente.  În primul 
set de experimente s-a determinat, prim metode optice, accelerațiile unor puncte ale mecanismului, 
accelerații care vor fi utilizate în cadrul modelului de calcul propus. Aceste accelerații  ar putea fi 
determinate, din punct de vedere teoretic  și prin calcul. Numărul mare de parametrii implicați însă în 
acest tip de abordare și posibilitatea redusă de control a acestora, fac ca valorile obținute prin calcul 
să fie departe de realitate. Intervin aici frecările care apar și jocurile din articulațiile mecanismului care 
pot face ca rezultatele obținute să nu fie corecte.  

În al doilea set de experimente s-au determinat pulsațiile proprii ale mecanismului studiat în cazul 
funcționării acestuia. 

6.2. Măsurarea accelerațiilor unor puncte ale barei  

6.2.1. Echipamentul utilizat și montajul experimental 

În imaginea de mai jos este prezentată poziționarea nodurilor de pe bara elastică, în vederea 
determinării pozițiilor punctelor în timpul funcționării mecanismului.  
 

 
Figura 6.1 

Markerii poziționați pe bară vor fi urmăriți cu ajutorul unui program de analiză şi modelare video. În 
urma înregistrării pozițiilor markerilor cu ajutorul programului de analiză se vor determina vitezele şi 
accelerațiile punctelor, precum şi traectoriile parcuse de acestea. 

 
Figura 6.6. Urma punctelor de pe bara elastică la n= 140 rot/min 



 
 

 52

 

6.2.2. Rezultatele măsurătorilor 

În graficele de mai jos sunt prezentate traectoriile fiecărui punct ales de pe bară, cu ajutorul datelor 
prelevate de programul de analiză video. Graficele sunt reprezentate în funcție de pozițiile date de 
principalele axe de coordonate ale sistemului ales, XOY. 

 
Figura 6.7. Poziționarea axei de referință 

 

       
 

       
 

 
 

Figura 6.12. Traectoriile punctelor la n= 140 rot/min 
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În graficul de mai jos sunt prezentate variațiile pozițiilor punctului central 3 în funcție de timpul 
necesar deplasării la n= 140rot/min: 
 

 
 

 
 

 
Figura 6.14 

 
Câmpul de viteze şi cel de accelerații au fost determinate cu ajutorul metodei optice menționate 
anterior. Ele sunt prezentate în figurile de mai jos, luând în considerare doar primele trei noduri. 
Aceste valori obținute vor fi utilizate pentru a determina analitic valorile proprii ale barei elastice din 
cadrul mecanismului utilizat. 
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Figura 6.15 Reprezentarea câmpului de viteze 
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Figura 6.16. Reprezentarea câmpului de accelerații 
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Figura 6.25. Câmpul de viteze la n= 140 rot/min pentru fiecare nod 

 

 

 
Figura  6.26. Câmpul de accelerații la n= 140 rot/min pentru fiecare nod 

Măsurătorile experimentale efectuate au fost utilizate pentru a determina spectrul de frecvența al 
barei elastice. 
Rezultatele prezentate în graficele de mai jos sunt preluate pentru aceeaşi turație de functionare a 
mecanismului, 140 rot/min, aceasta fiind turația maximă la care s-au realizat măsuratori 
experimentale. 
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Figura 6.27. 

Fig. 6.27 reprezentarea primelor 6 valori proprii in cazul a 10 elemente finite, pentru n= 140 rot/min 

6.3. Măsurarea vibrațiilor proprii ale barei elastice 

6.3.1. Echipamentul utilizat și montajul experimental 

Echipamentul utilizat pentru realizarea măsurătorilor a constat dintr-un set de acceleormetre Delta 
Tron TEDS tip 4507 care au fost poziționate pe grinda încercată în şase puncte. Accelerometrele au 
fost cuplate la placa de achiziție PULSE 3560 C cuplată la un sistem desktop pentru a putea preleva 
datele experimentale. 
Pentru a solicita structura, aceasta a fost lovită cu ciocanul de impact tip 8206-003, in mai multe 
puncte de interes, pentru a studia răspunsul structurii. 
In cele ce urmează vor fi prezentate elementele utilizate pentru realizarea măsurătorilor 
experimentale: 

 Accelerometre Delta Tron TEDS tip 4507 [59] 

Acest tip de accelerometru este utilizat pentru analiza modală, analiză structurală şi măsurători 
modale. Este realizat din titan şi conține un conector integrat din titan. Greutatea aceelerometrelor 
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este mică pentru a oferi o sensibilitate ridicată la factorii de mediu. Ele se conectează la placa de 
achiziții compatibilă cu ajutorul unor cabluri.   

 
Figura 6.28 

1- conector 10-32 UNF 
2-parte superioară ce conține preamplificatorul 3 
4- masa seismică 
5- mase piezometrice 
6- inel de prindere 
7- carcasă de titan 

 Ciocan de impact 8206-003[60] 

Poate fi utilizat pentru diferite tipuri de structuri (de la mici la mari). Măsoară funcțiile de răspuns în 
frecvență utilizînd tehnici excitatoare de impact. Sensibilitate de la 1 la 22 mV/N. Ciocanul are 
incorporat un compensator de accelerare care elimină zgomotele obținute din rezonanța ciocanului. 
Astfel  rezultatul este un semnal curat, ce reprezintă excitația atât în aplitudine cât şi în fază. 

 
Figura 6.29 

Accelerometrele preiau răspunsul structurii care a fost excitată cu ajutorul ciocanului de impact, 
transmit semnalul la placa de achiziții, astfel fiind prelevate datele exerimentale. 

 Placa de achiziție PULSE 3560 C 

 
Figura 6.30 

Măsurătorile experimentale au fost realizate în cadrul Departamentului de Inginerie Mecanică al 
Universității, utilizand echipamentele laboratorului de analiză modală şi vibrații. 
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Montajul experimental  
Montajul experimental utilizat este compus dintr-un motor cuplat la un transformator,  pe care este 
poziționat un volant. De volant este legată o bielă care la rândul ei antrenează tija pendulului. La unul 
din capetele tijei pendulului este legată o greutate, iar la celălalt capăt se află fouă pompe cu piston. 

 
Figura 6.31. Montaj experimental în repaus 

Biela montată pe mecanism reprezintă o bară de secțiune dreptunghiulară pe suprafața căreia s-au 
montat suporturile accelerometrelor. 
Pe fiecare suport se ataşează accelerometrele care vor fi cuplate la placa de achiziții. 

 
Figura 6.34. Accelerometrele montate pe grindă şi cuplate la placa de achiziții 

6.3.2. Efectuarea testelor  

În acest capitol este prezentat modul în care au fost efectuate măsurătorile experimentale utilizând 
montajul prezentat anterior. Modul de testare constă în solicitarea structurii studiate cu ajutorul 
ciocanului de impact. Accelerometrele dispuse pe bară vor înregistra deplasările şi vibrațiile transmise 
pe structura studiată. Semnalul a fost preluat de către placa de achiziţii. 
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Figura 6.35. Solicitarea grinzii utilizând ciocanul de impact 

 
Solicitările au fost efectuate în diferite poziții ale volantului. S-a variat si locul în care structura a fost 
solicitată cu ajutorul ciocanului de impact pentru a putea extrage valorile care corespund doar barei. 
 

 
Figura 6.36. Solicitarea grinzii cu lovitură în volant, utilizând ciocanul de impact 

 
Procesul de achiziție a datelor obținute în urma măsurătorilor experimentale s-a realizat conform 

schemei din imaginea de mai jos. 

 
Figura 6.37. Achiziția datelor experimentale 
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6.3.3. Rezultatele obținute 

Pentru a evidenția răspunsul în frecvență al barei studiate se va trata cazul accelerometrului 4, plasat 

în apropierea centrului platbandei. Pentru a provoca variații de frecvențe s-au lovit diferite puncte din 

ansamblul studiat utilizând ciocanul de impact. S-au realizat mai multe măsurători pentru diferite 

cazuri de excitare a structurii: 

‐ Lovitură în greutatea pendulului 

 
Figura 6.38. Răspunsul în frecvență (dB) 

 
Figura 6.39. Răspunsul în frecvență  
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‐ Lovitură în volant în partea superioară 

 
Figura 6.40. Răspunsul în frecvență (dB) 

 

 
 

Figura 6.41. Răspunsul în frecvență  
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‐ Lovitură în volant în partea inferioară 

 

 
 

Figura 6.42. Răspunsul în frecvență (dB) 

 

 

 
 

Figura 6.43. Răspunsul în frecvență (dB) 
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S-a studiat mecanismul și în momentul mișcării barei, analiza realizându-se pentru mai multe 

accelerații ale volantului. S-a luat în considerare accelerometrul 4, situat în zona centrală a barei. În 

graficele de mai jos este prezentat spectrul Fourier pentru diferite accelerații ale volantului. 

 

 
Figura 6.44. Analiza Fourier – accelerații – 160 rot/min 

 

 

 
Figura 6.45. Analiza Fourier – accelerații – 140 rot/min 
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Figura 6.46. Analiza Fourier – accelerații – 120 rot/min 

 

 

 
Figura 6.47. Analiza Fourier – accelerații – 100 rot/min 
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7. CONTRIBUȚIILE AUTORULUI, CONCLUZII,  
DISEMINAREA REZULTATELOR, PERSPECTIVE DE 
DEZVOLTARE A CERCETĂRII 

7.1. Concluzii generale 

Lucrarea se încadrează în cadrul cercetărilor care se ocupă de sistemele multicorp cu elemente 

elastice, un domeniu în continuă dezvoltare în ultimile decade, datorată mai ales dezvoltaării 

industriei și fabricației de roboți și de manipulatoare. 

7.2. Contribuții personale 

Metodele obținute în cadrul tezei pot fi utilizate la diversificarea tipurilor de structuri studiate 

si în felul acesta se poate obține ca procesul de proiectare, de calcul sau de fabricare a  unor astfel de 

sisteme mecanice să devină mai simplu iar timpii alocați acestei etape în cadrul unul proiect să se 

micșoreze. Teza s-a ocupat de: 

- analiza comparativă a unor elemente finite unidimensionale cu mișcare de rotatie cu axă fixă. 

unor tipuri de elemente finite existente in cadrul aplicatiilor inginerești; 

- s-au dezvoltat tipuri noi de elemenete finite bidimensionale pentru care s-au scris ecuațiile de 

mișcare; 

- s-au determinat proprietățile pe care le au ecuațiilor de mișcare pentru elementele finite 

analizate; 

- s-au făcut calcule pentru cateva cazuri concrete de elemente finite; 

- s-a făcut validarea experimentală a rezultatelor prin realizarea unui stand cu un mecanism al 

unei pompe eoliene de apă pe care s-au făcut măsurători; 

- pe baza rezultatelor obținute se pot formula recomandări care să ajute proiectanții unor astfel 

de structuri să utilizeze rezultatele obținute în cadrul tezei. 

In cadrul tezei s-au abordat urmatoarele subiecte: 

 Analiza stadiului în care se află cercetările în domeniul tezei prin analiză critică a lucrărilor 

elaborate de alți cercetători. Este un domeniu interdisciplinar și impune o gamă largă de 

lucrări studiate. Domeniul se întrepătrunde cu mecanica, rezistența materialelor, organe de 

mașini și mecanisme, matematica, metode numerice de calcul, construcții, măsurători 

experimentale. În cadrul secțiunii Bibliografie au fost trecute doar lucrările semnificative 

pentru tema aleasă, alese dintr-un număr foarte mare de lucrări analizate existente în cadrul 

domeniului;  

 Identificarea direcției de cercetare în cadrul domeniului, stabilirea temei și a obiectivelor 

principale care urmează a fi realizate. Identificarea unor noi tipuri de structuri care nu au mai 

fost analizate în trecut din acest punct de vedere; 

 Identificarea metodelor care vor fi utilizate pentru rezolvarea obiectivelor; 
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 Modelarea sistemelor studiate utilizând Metoda Elementelor Finite; 

 Analiza dinamică a sistemelor multicorp utilizând proceduri specifice; 

 Analiza metodelor de scriere a ecuațiilor de mișcare pentru un element finit și utilizarea unui 

formalism adecvat pentru dezvoltarea cercetărilor; 

 Analiza critică a metodelor de modelare și de rezolvare cantitativă și calitativă  a ecuațiilor 

diferențiale de ordinul doi obținute; 

 Analiza și identificarea celor mai potrivite metode de calcul numeric pentru rezolvarea 

problemelor speciale impuse de tematică; 

 Determinarea unor proprietăți caracteristice în cazul studiului unor astfel de sisteme; 

 Conceperea și realizarea fizică a unui stand cu un mecanism care simuleaza o pompa de apă 

eoliană; 

 Analiza unui sistem structural real, modelarea, calculul la vibrații și verificarea teoretică a 

proprietăților enunțate anterior; 

 Efectuarea unor simulări numerice și compararea acestora cu rezultatele măsurătorilor; 

 Analiza critică a rezultatelor teoretice obținute, concluzii și propuneri de valorificare a 

cercetărilor; 

 Diseminarea rezultatelor prin publicarea rezultatelor în reviste indexate ISI și prin participarea 

la conferințe științifice naționale și internaționale; 

 Identificarea unor posibile viitoare direcții de cercetare și de dezvoltare ale subiectului; 

 Formularea unor concluzii și indicații pentru proiectanții de structuri mecanice. 

7.3. Direcții viitoare de dezvoltare 

Pentru sistemele mecanice uzuale folosite în inginerie simularea pe calculator reprezintă, în 

momentul de față, doar o mică parte a timpului total de proiectare. Foarte mult timp este utilizat 

pentru formularea problemei, generarea modelului, și etapelor de pre și post procesare a rezultatelor. 

Următoarele tehnici, utilizate împreună cu procedurile standard de calcul a (MBS)  pot reduce in mod 

semnificativ timpul de proiectare și pot ajuta în sensul îmbunătățirii proiectului, astfel încât să se 

obțină o soluție apropiată de soluția optima pentru problema respectivă. 

• Strategii orientate spre aplicatie: Startegiile orientate spre aplicație pot cupla proiectarea, 

simularea și fabricarea lucru care poate duce la scaderea timpului de realizare a sistemului și a 

costurilor. Acest obiectiv este în direcția transformării tehnologiilor CAD  spre un sistem de dezvoltare 

virtuală a produsului cu instrumente de simulare numerică incorporate; 

• Metode de optimizare a proiectării. Analiza dinamică a unui  (MBS) implică variabile de proiectare 

continue, discontinue, discrete sau intregi. Metodele actuale de optimizare opereaza, în mod obișnuit, 

cu variabile continue. În acest domeniu se pot adduce contribuții interesante  privind optimizarea 

nelineara, fuzzy sau utilizarea algoritmilor genetici. Spre exemplu sunt încercări de a utiliza parametrii 

lingvistici în modelare întrucât descrierea lingvistică reprezintă un mod natural de transmitere a 

informațiilor pentru oameni.  
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• Relitatea virtuală.  Această tehnologie poate ajuta analiștii și proiectanții să vizualizeze, să 

construiasca și să interacționeze cu modelele (MBS) utilizate pe calculator. Realitatea virtuală poate fi 

utilizată pentru  a defini geometric un (MBS)  dar și pentru o analiză dinamică inversă, care este tot 

mai utilizată în tehnică în momentul de față. Această tehnologie poate oferi o reprezentare vizuală 

realistică a mișcării și a forțelor care apar în punctele de interes ale sistemului.  

• Proiectare și analiză colaborativă a (MBS). Mediile de vizualizare și simulare colaborative permit 
echipelor dispersate geografic să lucreze împreună în dezvoltarea și analizarea prototipurilor virtuale 
de (MBS). Aceste medii vor reduce semnificativ timpul de dezvoltare, vor reduce costurile și vor 
îmbunătăți calitatea și performanța viitorului (MBS). Internetul poate furniza infrastructura de 
comunicare pentru aceste medii. 

7.4. Diseminarea rezultatelor. Lista lucrărilor publicate 

Cercetările legate de analiza sistemelor MBS utilizând metoda elementelor finite sunt dezvoltate in 

ultimile 5 decenii in literatura de specialitate, studiile relevând diferite aspecte ale problemei.  

Cercetările efectuate în cadrul tezei  au acoperit câteva zone mai puțin abordate dar care ar putea 

avea aplicații tehnice evidente. Autoarea a publicat articole cu rezultatele cercetărilor obținute, în 

reviste în domeniu sau în volumele unor conferințe, menționate în cele ce urmează: 

- cinci articole în reviste indexate Clarivate - Web of Science; 

- patru lucrări în volumele unor conferințe cu proceedings-uri indexate Clarivate - Web of 

Science. 

Lucrări indexate ISI Web Of Science 

1. E. Chircan, M.-L. Scutaru and C. I. Pruncu, Two-Dimensional Finite Element in General Plane 

Motion Used in the Analysis of Multi-Body Systems, Symmetry , 11(7), 848, Symmetry in Applied 

Continuous Mechanics 2019. IF 2,645. 

2. M. L. Scutaru, E. Chircan, M. Marin, STUDY OF AN ELASTIC BEAM, IN CENTRIFUGAL FIELD, USING 

FINITE ELEMENT METHOD, ACTA TECHNICA NAPOCENSIS,Series: Applied Mathematics, Mechanics, 

and Engineering, Vol. 62, Issue II, June, 2019, p. 251-256. 

3. E. Chircan, M. L. Scutaru, C. Simionescu, S. Vlase, INFLUENCE OF THE NUMBER OF FINITE 

ELEMENTS ON DETERMINATION THE MODAL RESPONSE IN THE ANALYSIS OF MULTIBODY 

SYSTEMS WITH ELASTIC ELEMENTS, ACTA TECHNICA NAPOCENSIS, Series: Applied Mathematics, 

Mechanics , and Engineering, Vol. 62, Issue III, September, 2019, p. 489-496. 

4. M.L. Scutaru, E. Chircan, S. Vlase, M. Marin,  FINITE  ELEMENT USED IN THE DYNAMIC ANALYSIS 

OF A MECHANICAL PLANE MBS WITH A PLANAR “RIGID MOTION”, ACTA TECHNICA NAPOCENSIS, 

Series: Applied Mathematics, Mechanics , and Engineering, Vol. 63, Issue I, March, 2020. 

5. Mitu, G.L., Chircan, E. , Scutaru M.L., Vlase,S., Kane’s Formalism Used to the Vibration Analysis of a 

Wind Water Pump. Symmetry 2020, 12 (6), 1030; doi:10.3390/sym12061030.  IF 2,645. 

 



 
 

 69

Lucrări prezentate la conferințe indexate Web Of Science 

6. M. L. Scutaru, E. Chircan, M. Marin, H.-Șt. Grif, Liaison Forces Eliminating and Assembling of the 

Motion Equation in the Study of Multibody System with Elastic Elements.  The 13th International 

Conference INTER-ENG 2019 Interdisciplinarity in Engineering. Publicata vol.46. 

7. E. Chircan, M. L. Scutaru, A. Toderita, A. Modrea, Motion Equation of a Rectangular Finite Element 

with a Two-Dimension Motion in a Membrane State.  The 13th International Conference INTER-ENG 

2019 Interdisciplinarity in Engineering. Publicata vol.46. 

8. E. Chircan, M. L. Scutaru, A. Toderiță,  Dynamical response of a beam in a centrifugal field using the 

finite element method. „ACOUSTICS AND VIBRATION OF MECHANICAL STRUCTURES“, May 30-31, 

2019 - Timisoara, Romania. In curs de publicare. 

9. Chircan,E., Scutaru ,M.L., Roşca,I.C., Vlase, S., Păun,M.,  Experimental analysis of an MBS system 
with two degrees of freedom used in an eolian water pump. EUCOMES 2020, Cluj-Napoca, 8-th 
European Conference on Mechanism Science, September 07-10, 2020. 

Lucrări prezentate la conferințe indexate BDI 

10. P. N. Borza, S. Vlase, C. Petcu, G. Suliman, M. L. Scutaru, E. Chircan, V. B. Ungureanu,  

INTERACTION CHAMBER DESIGN AT ELI-NP Măgurele, COMEC 2019, Brasov; 

11. Chircan E., Dimitriu Șt., Comparison between the mechanical properties of classic polyethylene 

tubes and composite polyethylene tubes, COMAT 2018; 

12. Chircan E., Dimitriu Șt., Optimisation of a greenhouse structure, COMEC 2017; 

13. Chircan E., Dimitriu Șt., Traction tests on samples made of polyethylene pypes with stress 

concentration points, COMAT 2016 

14. Cerbu C., Chircan E., Boboc A., Modelarea și simularea materialelor composite de tip sandwich cu 

miez din diferite profile, CREATIVITATE, INVENTICĂ, ROBOTICĂ, An XXI, Agir, nr.1/2016.           
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REZUMAT 

Ultimile decade se caracterizează printr-o dezvoltare industrială fără precedent, prin fabricarea unor 
mașini și utilaje care să funcționeze la viteze tot mai mari și să dezvolte forțe cât mai mari. Această 
tendință de dezvoltare nu ar fi posibilă printr-o reproiectare atentă a soluțiilor tehnologice adoptate și 
printr-o modelare cât mai precisă a sistemelor studiate. Lucrarea se înscrie în această tendință, de a 
dezvolta metodele de modelare și calcul a sistemelor de tip multicorp cu elemente elastice. Sunt 
astfel studiate câteva tipuri de elemente finite pentru care sunt stabilite ecuațiile de mișcare, 
metodele de asamblare și de rezolvare a ecuațiilor diferențiale care se obțin. O analiză comparativa a 
soluțiilor obținute variind anumiți parametri ai modelelor utilizate dau o imagine a influenței acestor 
parametrii asupra soluțiilor. Rezultatele teoretice obținute sunt susținute de măsuratorile 
experimentale făcute. Sunt aplicate, de asemenea, ecuațiile lui Kane pentru a obține ecuațiile de 
mișcare pentru anumite tipuri de elemente finite. Este un mod nou de abordare, utilizand formalisme 
alternative din mecanica analitică, care va avea ca rezultat micșorarea timpului de analiză a unui 
sistem multicorp cu elemente elastice. Această metodă vine să completeze formalisme alternative 
cum ar fi ecuațiile lui Maggi, metoda energiei accelerațiilor sau formalismul lui Hamilton. Rezultatele 
obținute sunt aplicate la calculul unui sistem cu două grade de libertate, de actionare eoliana a unei 
pompe de apă. Pe baza rezultatelor obținute, atât în partea teoretică dar și în partea experimentală, 
se formulează concluzii și se identifică direcțiile ulterioare de dezvoltare ale tematicii. 
 
ABSTRACT 
 
The last decades are characterized by an unprecedented industrial development, by the manufacture 
of machines and equipment that operate at increasing speeds and developing high forces. This 
development trend would not be possible through a careful redesign of the adopted technological 
solutions and through a more precise modeling of the studied systems. The paper is part of this trend 
to develop methods for modeling and calculating multibody systems with elastic elements. Thus, 
several types of finite elements are studied, for which the equations of motion, the methods of 
assembly and solving the differential equations obtained are established. A comparative analysis of 
the solutions obtained by varying certain parameters of the models used gives an image of the 
influence of these parameters on the solutions. The theoretical results obtained are supported by the 
experimental measurements. Kane's equations are also applied to obtain the equations of motion for 
certain types of finite elements. It is a new approach, using alternative formalisms in analytical 
mechanics, which will result in reduced analysis time of a multibody system with elastic elements. 
This method came to complete alternative formalisms such as Maggi's equations, the acceleration 
energy method or Hamilton's formalism. The obtained results are applied to the calculation of a 
system with two degrees of freedom, of a water pump powered by wind. Based on the results 
obtained, both in the theoretical part and in the experimental part, conclusions are formulated and 
the subsequent development directions of the topic are identified. 

 
 


