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Introducere

Mecanica mediilor continue generalizate este un domeniu al matematicii aplicate care studiază ma-
terialele cu microstructură. Recent, au fost publicate mai multe volume colective care tratează su-
biecte din mecanica mediilor continue generalizate, ceea ce dovedes, te interesul sporit pentru acest
domeniu de cercetare [2], [5], [35], [66], [96], [3], [4], [8].

Frat, ii Cosserat au pus bazele mecanicii mediilor continue generalizate în anul 1909 în lucrarea [38].
Contribut, ia esent, ială a acestei cărt, i este considerarea punctelor materiale ale unui solid elastic ca
fiind înzestrate cu vectori directori, ceea ce conduce la conceptul de micromoment s, i la o nouă lege
de conservare pentru momentul impulsului [96]. Dar frat, ii Cosserat nu au dat ecuat, ii constitutive.
Aceste contribut, ii au subliniat ideea că într-un mediu continuu translat, iile s, i rotat, iile ar trebui să fie
definite în mod independent [5]. Verificarea experimentală a metodelor teoretice de modelare a me-
diului continuu Cosserat este o provocare deoarece este dificilă producerea materialelor cu efecte de
rotat, ie vizibile s, i cu microstructură bine controlată pentru a determina în mod independent parametrii
Cosserat [96].

Mecanica mediilor continue generalizate a apărut deoarece mecanica mediilor continue clasice nu
reus, es, te să descrie cu acuratet,e comportamentul materialelor cu microstructură. Experimentele au
dovedit că există procese de deformare care nu pot fi reprezentate cu acuratet,e prin intermediul teo-
riilor clasice, în care fiecare punct material are trei grade de libertate. Aceasta se datorează naturii
moleculare s, i granulare a materialelor [35]. Scopul teoriei materialelor cu microstructură este elimi-
narea diferent,elor care apar între rezultatele teoriei clasice a elasticităt, ii s, i rezultatele experimentale
în cazul corpurilor a căror macrodeformare este influent,ată în mod semnificativ de structura internă.
Astfel de materiale sunt materialele granulare cu molecule mari (de exemplu, polimerii), grafitul sau
osul uman. Teoria clasică a elasticităt, ii nu poate explica anumite contradict, ii din teoria vibrat, iilor pro-
duse de unde ultrasonice, care se referă la vibrat, ii elastice cu o lungime de undă scurtă s, i de frecvent,ă
înaltă.

Medii micropolare

Mai târziu, Eringen a propus teoria mediilor micropolare, care este analoagă teoriei frat, ilor Cosserat,
dar spre deosebire de aceasta, cont, ine o lege de conservare pentru tensorul de microinert, ie. În teoria
mediilor continue micropolare se consideră s, ase grade de libertate, trei fiind cele de microrotat, ie.
Acestea rezultă prin considerarea unui câmp vectorial de trei directori. În plus, fort,ele care act, ionează
asupra elementului de suprafat,ă sunt date de tensorul de tensiune clasic, dar s, i de un tensor cuplu
superficial. Teoria liniară a termoelasticităt, ii micropolare extinde teoria mediilor continue micropolare
prin includerea efectelor termice. Termoelasticitatea micropolară este studiată, de exemplu, în [47]
s, i cel mai recent în [21].

Eringen a afirmat că posibile substant,e care pot fi modelate cu ajutorul mediilor continue Cosserat sau
micropolare sunt compozitele cu fibre rigide, solidele elastice cu incluziuni granulare rigide, cristalele
lichide cu molecule rigide, sângele animalelor cu celule rigide, oasele, fluidele magnetice, norii cu praf
sau cimentul cu nisip [47].

Medii dipolare

O altă teorie importantă în studiul materialelor cu microstructură este teoria elasticităt, ii dipolare.
Primele studii sunt cele realizate de Mindlin s, i Green s, i Rivlin [61], iar recent această teorie a fost
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studiată în [87], [112]. În această teorie, fiecare microelement are doisprezece grade de libertate, s, i
anume trei translat, ii s, i nouă microdeformat, ii. În plus, fiecare punct material se deformează în mod
omogen. Modelul materialelor dipolare se bazează pe ipoteza că deformarea este corect reprezentată
de gradient, ii deformat, iei de ordinul întâi s, i al doilea. Celula unitate poate fi interpretată ca molecula
unui polimer, componenta unui policristal sau bobul unui material granular. Dacă celula devine rigidă,
atunci ecuat, iile se reduc la cele ale unui mediu micropolar sau Cosserat liniar.

Medii poroase

O clasă importantă de materiale cu microstructură este reprezentată de materialele poroase. Teoria
elasticităt, ii cu pori este o extindere a teoriei clasice a elasticităt, ii în care se consideră un grad de li-
bertate suplimentar pentru fiecare microelement, s, i anume fract, iunea de volum. Are multe aplicat, ii
în diferite domenii ale ingineriei s, i biologiei, de exemplu industria petrolului, s, tiint,a materialelor, ce-
ramică, pulberi formate prin presare s, i oase [50].

În modelul matematic al elasticităt, ii cu porozitate dublă, considerăm că la nivel macro avem porii
corpului, iar la nivel micro avem fisurile matricei poroase. [71]. A fost propus s, i conceptul de porozitate
triplă, unde se consideră pori la nivel macro, mezo s, i micro [107].

Medii dipolare cu dublă porozitate

Multe articole au fost dedicate modelelor matematice complexe pentru descrierea cu acuratet,e a
materialelor la nivel macro s, i micro, de exemplu termovâscoelasticitate cu goluri [16], [32], [100],
termoelasticitate dipolară cu porozitate simplă sau dublă [50], [93], [26].

Modelul matematic al termoelasticităt, ii dipolare cu dublă porozitate a fost introdus în [94]. Autorii
pun în evident,ă faptul că deplasarea influent,ează structura dublu poroasă a corpului [71].

Medii microstretch

Elasticitatea micropolară este generalizată prin includerea efectului de contractare s, i dilatare axială în
timpul rotat, iei moleculelor. Astfel se obt, ine elasticitatea microstretch, care a fost propusă de Eringen
în [48] s, i este studiată, de exemplu, în [47], [67], [6], [22], [68], [36], [102]. Un solid elastic micros-
tretch are s, apte grade de libertate : trei pentru translat, ii, trei pentru rotat, ii s, i unul pentru efectul de
contractare s, i dilatare.

Acest model matematic poate fi aplicat în diferite domenii ale s, tiint,ei, ingineriei s, i biomecanicii. De
exemplu, elasticitatea microstretch poate fi utilizată pentru a modela un mediu continuu miofascial,
mus, chiul iliopsoas sau alt, i mus, chi funct, ionali [75], [76]. Dar poate fi utilă s, i pentru caracterizarea
materialelor compozite ranforsate cu fibre elastice, a materialelor cu pori care cont, in gaz sau lichid
nevâscos, a asfaltului s, i a altor materiale granulare [48]. Un model simplificat, care consideră dila-
tarea axială a particulelor materiale, s, i anume elasticitatea cu microdilatări, a fost utilizată pentru
modelarea t,esutului inimii, de exemplu [108].

Modele ale conduct, iei termice

O descriere detaliată a unor modele importante ale conduct, iei termice utilizate în termoelasticitate
este dată în lucrarea [56]. În această teză de doctorat, se utilizează legea Fourier, modelul Cattaneo
s, i modelul Green-Naghdi.

Conform legii Fourier de conduct, ie termică, vectorul care descrie fluxul de căldură este direct proport, ional
cu gradientul temperaturii absolute s, i are sens opus. Această relat, ie se exprimă astfel

qi = −kijθ,j (0.0.1)

pe Ω × [0,∞). Această lege poate conduce la o ecuat, ie parabolică a căldurii. Conform [56, p. 1053],
legea Fourier de conduct, ie termică ”oferă o descriere la nivel macroscopic a fenomenelor de la nivel
microscopic care sunt asociate cu difuzia termică s, i este o aproximare foarte bună la scale de lungime
mult mai mari decât distant,a medie dintre două coliziuni ale unei particule” (conform definit, iei din [52,
p. 43-3]) s, i ”la scale de timp mult mai mari decât timpul de relaxare termică s, i prin urmare se poate
aplica ipoteza de echilibru local”. Dar legea Fourier de conduct, ie termică stabiles, te că efectul unui flux
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de căldură instantaneu într-un punct al unui mediu este resimt, it imediat în toate celelalte puncte
ale mediului, ceea ce este imposibil din punct de vedere fizic deoarece căldura este transportată de
particule (de exemplu, electroni) care se propagă la viteze mai mici decât viteza luminii (conform [56,
p. 1053]). De aceea, cercetătorii au început să caute modele care conduc la o viteză de propagare
finită.

Un astfel de model este cel propus de Cattaneo

qi + τ0q̇i = −kijθ,j , (0.0.2)

unde kij este tensorul de conductivitate termică s, i τ0 este timpul de relaxare. Acesta a propus adău-
garea termenului cu derivata în raport cu timpul a vectorului care descrie fluxul de căldură pentru a
”extinde descrierea macroscopică a transferului de căldură la scale de timp foarte mici, pentru care
legea Fourier nu mai este aplicabilă” (conform [56, p. 1053]). Acest model poate conduce la o ecuat, ie
hiperbolică a căldurii.

Alte modele ale conduct, iei termice sunt cele propuse de Green s, i Naghdi [56].

Teoria lor se bazează pe înlocuirea inegalităt, ii entropiei cu o egalitate s, i considerarea conceptului de
deplasare termică, care este definit astfel

α = α(X, t) =
∫ t

0
T (X, τ)dτ + α0(X), t > 0, (0.0.3)

undeT este temperatura empirică. Se poate considera că temperatura absolută este o funct, ie crescă-
toare de temperatura empirică. În teoria liniară se disting trei modele ale conduct, iei termice : tipul I
(legea Fourier), tipul II s, i tipul III. Modelul liniar Green-Naghdi de tip II este definit astfel

q = −λ∇α, λ > 0 (0.0.4)

s, i conduce la o ecuat, ie hiperbolică a căldurii. Modelul liniar Green-Naghdi de tip III este definit astfel

q = −λ∇α− k∇α̇ (0.0.5)

s, i conduce la o ecuat, ie parabolică a căldurii.

Pionierul teoriei materialelor cu microtemperaturi este considerat Grot [62], care a propus o teorie
a materialelor termoelastice cu microstructură s, i care au proprietatea că microelementele posedă
microtemperaturi. Aceasta este de fapt o extindere a teoriilor anterioare dedicate teoriei corpurilor
cu structură internă. În acest caz, inegalitatea entropiei este adaptată pentru a include microtempe-
raturi. Prin urmare, ecuat, ia primului moment al energiei este adăugată la celelalte ecuat, ii de mis, care
ale mediului continuu cu microstructură. Prin adăugarea conceptului de microtemperaturi, căldura se
propagă cu unde termice de viteză finită.

Este important atât din punct de vedere teoretic cât s, i din punct de vedere practic ca specialis, tii să
studieze modele din mecanica mediilor continue care descriu interact, iuni ale mai multor câmpuri fi-
zice datorită numărului mare de aplicat, ii în s, tiint,a materialelor, industria chimică, aviat, ie s, i biologie
[7].

Structura tezei de doctorat

Rezultatele originale sunt cuprinse în următoarele cinci capitole.

În primul capitol studiem proprietăt, i ale mediilor termoelastice micropolare. Arătăm unicitatea solut, iei
în anumite condit, ii asupra coeficient, ilor elastici [21] s, i propunem o generalizare cu deformat, ie de or-
din fract, ionar [20].

În al doilea capitol studiem medii dipolare cu porozitate simplă s, i dublă. Deducem solut, ii ale problemei
Saint-Venant pentru medii elastice dipolare poroase [93]. Propunem o generalizare cu deformat, ie de
ordin fract, ionar pentru medii termoelastice dipolare cu dublă porozitate [26] s, i realizăm simulări nu-
merice cu ajutorul metodei elementului finit s, i a metodei implicite a lui Euler, pornind de la formularea
variat, ională a problemei la limită cu date init, iale corespunzătoare [24].
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În al treilea capitol studiem medii termoelastice dipolare cu microtemperaturi. Propunem o extindere
a rezultatelor lui Dafermos pentru corpuri cu structură dipolară [89], arătăm existent,a s, i unicitatea
solut, iei s, i realizăm simulări numerice cu ajutorul metodei elementului finit [88].

În cel de-al patrulea capitol studiem medii elastice microstretch din perspectiva efectelor termice
s, i de difuzie la nivel macro s, i micro. În cazul anizotrop s, i non-centro-simetric, demonstrăm unicita-
tea solut, iei s, i analizăm comportarea spat, ială a solut, iei [25]. Arătăm dependent,a continuă de datele
init, iale s, i externe p�entru materiale cu centru de simetrie în cazurile anizotrop [23] s, i izotrop [22].
În final, studiem propagarea undelor atât în medii microstretch, cât s, i în cazul termoelasticităt, ii cu
difuzie, microtemperaturi s, i microconcentrat, ii fără efecte de rotat, ie, dilatare sau contractare [27].

În cel de-al cincilea capitol analizăm un model al mediilor termo-electro-elastice poroase pentru stu-
diul procesului de remodelare osoasă [28]. Propunem forme integrale s, i locale ale ecuat, iilor de echili-
bru, deducem ipoteze constitutive s, i restrict, ii s, i studiem corpurile cu izotropie transversală. În ultima
sect, iune demonstrăm un rezultat de dependent,ă continuă pentru cazul neliniar.

În cel de-al s, aselea capitol sunt enunt,ate concluziile finale, contribut, iile originale, modalităt, ile de di-
seminare a rezultatelor s, i direct, iile viitoare de cercetare.

Notat, ii

Dacă nu se specifică alte condit, ii, fiecare dintre materialele studiate ocupă un domeniu mărginit Ω al
spat, iului euclidian tridimensional R3 cu frontiera ∂Ω. Închiderea lui Ω se notează cu Ω̄.

Mis, carea corpului se raportează la un sistem de axe ortogonale fixat Oxi, i = 1, 2, 3. Se utilizează o
notat, ie tensorială. Indicii i, j, k, m, n iau valorile 1, 2, 3. O virgulă urmată de un indice i desemnează
derivarea part, ială în raport cu variabila spat, ială corespunzătoare xi, unde i = 1, 2, 3. Un punct dea-
supra unei litere reprezintă derivarea în raport cu variabila temporală t. Este utilizată convent, ia de
însumare a lui Einstein pentru indici care se repetă. În anumite cazuri, se omit variabilele spat, iale s, i
temporale ale unei funct, ii.

Se utilizează simbolul Ci,j pentru clasa de funct, ii care au derivatele part, iale în raport cu variabilele
spat, iale de ordin cel mult i s, i derivatele în raport cu timpul de ordin cel mult j continue. Dacă nu se
specifică altfel, atunci aceste condit, ii formale de continuitate sunt valabile pentru orice ordin cerut de
expresiile curente.
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Capitolul 1

Proprietăt, i ale mediilor termoelastice
micropolare

1.1 Unicitatea solut, iei

În această sect, iune deducem identităt, i pentru solut, ia problemei termoelasticităt, ii micropolare omo-
gene s, i anizotrope prin extinderea rezultatelor pentru solut, ia problemei Cauchy pentru ecuat, iile stan-
dard ale termoelasticităt, ii liniare dinamice. Acestea sunt aplicate pentru demonstrarea unicităt, ii solut, iei
problemei la limită cu date init, iale corespunzătoare. Rezultatele din această sect, iune sunt publicate
în lucrarea [21].

1.1.1 Preliminarii

Fie Ω o regiune netedă a spat, iului euclidian tridimensional ocupată de un corp micropolar omogen cu
frontiera ∂Ω. Ecuat, iile care guvernează teoria termoelasticităt, ii micropolare omogene s, i anizotrope
[69] sunt ecuat, iile de mis, care

tji,j + ρFi = ρüi,

mji,j + εijktjk + ρMi = Iijφ̈j
(1.1.1)

s, i ecuat, ia energiei
qi,i + ρQ = ρT0η̇. (1.1.2)

Ecuat, iile (1.1.1) s, i (1.1.2) sunt definite pentru (x, t) ∈ Ω× [0,∞).

Dacă solidul este anizotrop, atunci ecuat, iile constitutive, definite pentru (x, t) ∈ Ω̄× [0,∞) sunt [64]

tij = Aijmnεmn +Bijmnγmn −Dijθ,

mij = Bmnijεmn + Cijmnγmn − Eijθ,

ρη = Dijεij + Eijγij + cθ,

qi = −kijθ,j .

(1.1.3)

Tensorii de deformat, ie εij s, i γij utilizat, i în ecuat, iile (1.1.3) sunt definit, i în Ω̄× [0,∞) prin intermediul
ecuat, iilor geometrice

εij = uj,i + εjikφk, γij = φj,i. (1.1.4)

În ecuat, iile de mai sus am utilizat notat, iile din Tabelul 1.1.

Coeficient, ii din (1.1.1) s, i (1.1.3), adică Aijmn, Bijmn, Cijmn, Dij , Eij , Iij , kij s, i c sunt coeficient, i de
elasticitate cu următoarele proprietăt, i de simetrie

Aijmn = Amnij , Cijmn = Cmnij , Iij = Iji, kij = kji. (1.1.5)

9
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Tabelul 1.1 – Interpretare fizică

ui componentele vectorului deplasare
φi componentele vectorului microrotat, ie
tij componentele tensorului tensiune
mij componentele tensorului micromoment
qi componentele vectorului de conduct, ie termică
η entropia specifică pe unitatea de masă
ρ densitatea de referint,ă constantă
T0 temperatura de referint,ă constantă
θ variat, ia temperaturii de la temperatura T0
c căldura specifică
Iij componentele inert, iei
Fi componentele vectorului fort,ă masică externă
Mi componentele vectorului cuplu masic
εijk simbolul Levi-Civita

Energia liberă Ψ, utilizată pentru a obt, ine ecuat, iile constitutive, este dată de

ρΨ =
1

2
Aijmnεijεmn +Bijmnεijγmn +

1

2
Cijmnγijγmn−

−Dijεijθ − Eijγijθ −
c

2
θ2.

(1.1.6)

Se consideră condit, iile init, iale

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x),

θ(x, 0) = θ0(x), φj(x, 0) = φ0
j (x),

φ̇j(x, 0) = φ1
j (x), x ∈ Ω̄

(1.1.7)

s, i condit, iile la limită

ui(x, t) = ũi(x, t) pe Σ̄1 × [0,∞), ti(x, t) = t̃i(x, t) pe Σ2 × [0,∞),

θ(x, t) = θ̃(x, t) pe Σ̄3 × [0,∞), q(x, t) = q̃(x, t) pe Σ4 × [0,∞),

φj(x, t) = φ̃j(x, t) pe Σ̄5 × [0,∞), mi(x, t) = m̃i(x, t) pe Σ6 × [0,∞),

(1.1.8)

unde u0i , u1i , θ0, φ0
j , φ

1
j , ũi, t̃i, θ̃, q̃, φ̃j s, i m̃i sunt funct, ii date. Se utilizează notat, iile

ti(x, s) := tji(x, s)nj(x), (1.1.9)

q(x, s) := qi(x, s)ni(x), (1.1.10)

mi(x, s) := mji(x, s)nj(x), (1.1.11)
unde ni sunt componentele versorului normalei exterioare la frontieră s, iΣ1,Σ2,Σ3,Σ4,Σ5 s, iΣ6 sunt
submult, imi ale ∂Ω astfel încât Σ̄1∪Σ2 = Σ̄3∪Σ4 = Σ̄5∪Σ6 = ∂Ω s, iΣ1∩Σ2 = Σ3∩Σ4 = Σ5∩Σ6 =
∅.

Impunem următoarele condit, ii de continuitate [46]

{ui, φj} ∈ C2,2, {εij , γij} ∈ C1,1,

{Fi,Mi, Q} ∈ C0,0, {ti,mi, q} ∈ C1,0, θ ∈ C1,1, η ∈ C0,1,

{ũi, t̃i, φ̃j , m̃i, θ̃, q̃} ∈ C0,0 pe ∂Ω× [0,∞),

{u0i , u1i , φ0
j , φ

1
j , θ

0} ∈ C0 în Ω̄,

{Dij , Eij , Aijmn, Bijmn, Cijmn, c, kij , ρ, Iij} ∈ C1 în Ω̄.

(1.1.12)
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O stare admisibilă este o colect, ie S{ui, φi; εij , γij ; ti,mi; q, θ} a mult, imii ordonate de funct, ii ui, φi,
εij , γij , ti,mi, q s, i θ care satisfac condit, iile de continuitate de mai sus [46]. Dacă S satisface ecuat, iile
constitutive (1.1.3) s, i ecuat, iile geometrice (1.1.4), atunci S se numes, te stare admisibilă cinematică.
Dacă o stare admisibilă cinematică satisface condit, iile init, iale s, i la limită s, i ecuat, iile de mis, care (1.1.1)
s, i ecuat, ia energiei (1.1.2), atunci se numes, te solut, ie a problemei mixte.

Prin înlocuirea ecuat, iilor constitutive (1.1.3) s, i a ecuat, iilor geometrice (1.1.4) în ecuat, iile de mis, care
(1.1.1) s, i ecuat, ia energiei (1.1.2), obt, inem următorul sistem de ecuat, ii cu derivate part, iale cuplate în
funct, ie de deplasările ui, microrotat, iile φi s, i variat, ia de temperatură θ

[Ajimn(un,m + εnmkφk) +Bjimnφn,m −Djiθ],j + ρFi = ρüi,

[Bmnji(un,m + εnmkφk) + Cjimnφn,m − Ejiθ],j+

+ εijk[Ajkmn(un,m + εnmkφk) +Bjkmnφn,m −Djkθ] + ρMi = Iijφ̈j ,

Dij(u̇j,i + εjikφ̇k) + Eijφ̇j,i + cθ̇ =
ρ

T0
Q− 1

T0
(kijθ,j),i,

(1.1.13)

oricare ar fi (x, t) ∈ Ω× [0,∞).

O solut, ie a problemei la limită cu date init, iale a termoelasticităt, ii micropolare în cilindrul Ω × [0, T )
este o mult, ime ordonată {ui, φi, θ} care satisface sistemul (1.1.13) oricare ar fi (x, t) ∈ Ω × [0, T ),
condit, iile init, iale (1.1.7) s, i condit, iile la limită (1.1.8).

1.1.2 Identităt, i utile

În această sect, iune presupunem că există o solut, ie {ui, φi, θ}. Vom stabili identităt, i auxiliare pentru
solut, ia problemei la limită cu date init, iale conform [34] s, i [29]. Considerăm datele externe

D = {Fi,Mi, Q;u0i , u
1
i , θ

0, φ0
j , φ

1
j ; ũi, t̃i, θ̃, q̃, φ̃j , m̃i}. (1.1.14)

Lema 1.1.1 Fie o solut, ie a problemei la limită cu date init, iale corespunzătoare datelor externe D.
Atunci oricare ar fi t ∈ [0, T ) au loc

∫
Ω
ρu̇i(t)u̇i(t) dv =

∫
Ω
ρu̇i(0)u̇i(0) dv + 2

∫ t

0

∫
Ω
ρFi(s)u̇i(s) dvds+

+ 2

∫ t

0

∫
∂Ω
u̇i(s)ti(s) dads+ 2

∫ t

0

∫
Ω
Dijθ(s)u̇j,i(s) dvds− 2

∫ t

0

∫
Ω
Aijmn·

· εmn(s)u̇j,i(s) dvds− 2

∫ t

0

∫
Ω
Bijmnγmn(s)u̇j,i(s) dvds,

(1.1.15)

∫
Ω
cθ2(t) dv − 2

∫ t

0

∫
Ω

1

T0
kijθ,i(s)θ,j(s) dvds =

∫
Ω
cθ2(0) dv+

+ 2

∫ t

0

∫
∂Ω

1

T0
θ(s)q(s) dads− 2

∫ t

0

∫
Ω
[Dij ε̇ij(s)θ(s) + Eij γ̇ij(s)θ(s)] dvds+

+ 2

∫ t

0

∫
Ω

ρQ

T0
θ(s) dvds,

(1.1.16)

∫
Ω
Iijφ̇i(t)φ̇j(t) dv =

∫
Ω
Iijφ̇i(0)φ̇j(0) dv + 2

∫ t

0

∫
∂Ω
φ̇i(s)mi(s) dads−

− 2

∫ t

0

∫
Ω
Bmnijεmn(s)γ̇ij(s) dvds− 2

∫ t

0

∫
Ω
Cijmnγmn(s)γ̇ij(s) dvds+

(1.1.17)
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+ 2

∫ t

0

∫
Ω
Eijθ(s)γ̇ij(s) dvds− 2

∫ t

0

∫
Ω
Aijmnεmn(s)εjikφ̇k(s) dvds−

− 2

∫ t

0

∫
Ω
Bijmnγmn(s)εjikφ̇k(s) dvds+ 2

∫ t

0

∫
Ω
Dijθ(s)εjikφ̇k(s) dvds+

+ 2

∫ t

0

∫
Ω
ρMiφ̇i(s) dvds,

∫
Ω
[ρu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t) + Cijmnγij(t)γmn(t) +Aijmnεij(t)εmn(t)+

+2Bmnijεmn(t)γij(t)] dv =

∫
Ω
[ρu̇i(0)u̇i(0) + Iijφ̇i(0)φ̇j(0) + Cijmnγij(0)γmn(0)+

+Aijmnεij(0)εmn(0) + 2Bmnijεmn(0)γij(0)] dv + 2

∫ t

0

∫
Ω
ρFi(s)u̇i(s) dvds+

+ 2

∫ t

0

∫
Ω
ρMiφ̇i(s) dvds+ 2

∫ t

0

∫
∂Ω
u̇i(s)ti(s) dads+ 2

∫ t

0

∫
∂Ω
φ̇i(s)mi(s) dads+

+ 2

∫ t

0

∫
Ω
Dijθ(s)ε̇ij(s) dvds+ 2

∫ t

0

∫
Ω
Eijθ(s)γ̇ij(s) dvds.

(1.1.18)

Lema 1.1.2 Fie o solut, ie a problemei la limită cu date init, iale corespunzătoare datelor externe D.
Atunci oricare ar fi t ∈ [0, T2 ) are loc

∫
Ω
{ρu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t)− [Aijmnεij(t)εmn(t)+

+Cijmnγij(t)γmn(t) + 2Bijmnεij(t)γmn(t) + cθ2(t)]
}

dv =

=

∫
Ω
{ρu̇i(0)u̇i(2t) + Iijφ̇i(0)φ̇j(2t)− [Aijmnεij(0)εmn(2t)+

+ Cijmnγij(0)γmn(2t) +Bijmnεij(0)γmn(2t) +Bijmnεij(2t)γmn(0)+

+cθ(2t)θ(0)]} dv +
∫ t

0

∫
Ω
[u̇i(t+ s)ρFi(t− s)− u̇i(t− s)ρFi(t+ s)+

+ φ̇i(t+ s)ρMi(t− s)− φ̇i(t− s)ρMi(t+ s)] dvds−

−
∫ t

0

∫
Ω

ρ

T0
[θ(t+ s)Q(t− s)− θ(t− s)Q(t+ s)] dvds+

+

∫ t

0

∫
∂Ω

{[u̇i(t+ s)ti(t− s)− u̇i(t− s)ti(t+ s)]+

+ [φ̇i(t+ s)mi(t− s)− φ̇i(t− s)mi(t+ s)]+

+
1

T0
[θ(t− s)q(t+ s)− θ(t+ s)q(t− s)]

}
dads.

(1.1.19)

1.1.3 Unicitate

În continuare, presupunem că problema la limită cu date init, iale a elastodinamicii micropolare liniare
are două solut, ii u(α),φ(α), θ(α),α = 1, 2. Fie u = u(1)−u(2),φ = φ(1)−φ(2), θ = θ(1)−θ(2). Atunci u,
φ s, i θ satisfac (1.1.1)-(1.1.4), (1.1.7) s, i (1.1.8) cuFi =Mi = 0,Q = 0, ũi = t̃i = θ̃ = q̃ = φ̃j = m̃i = 0,
u0i = u1i = θ0 = φ0

j = φ1
j = 0, adică ecuat, ii omogene s, i condit, ii init, iale s, i la limită omogene.

Lema 1.1.3 Fie o solut, ie a problemei la limită cu date init, iale corespunzătoare datelor externe nule
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D = 0. Atunci oricare ar fi t ∈ [0, T ) au loc∫
Ω
[ρu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t) + Cijmnγij(t)γmn(t) +Aijmnεij(t)εmn(t)+

+2Bmnijεmn(t)γij(t)] dv = 2

∫ t

0

∫
Ω
Dijθ(s)ε̇ij(s) dvds+ 2

∫ t

0

∫
Ω
Eijθ(s)γ̇ij(s) dvds,

(1.1.20)

∫
Ω
cθ2(t) dv − 2

∫ t

0

∫
Ω

1

T0
kijθ,i(s)θ,j(s) dvds =

= −2

∫ t

0

∫
Ω
[Dij ε̇ij(s)θ(s) + Eij γ̇ij(s)θ(s)] dvds,

(1.1.21)

∫
Ω
[ρu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t) + Cijmnγij(t)γmn(t) +Aijmnεij(t)εmn(t)+

+2Bmnijεmn(t)γij(t) + cθ2(t)
]

dv − 2

∫ t

0

∫
Ω

1

T0
kijθ,i(s)θ,j(s) dvds = 0,

(1.1.22)

∫
Ω
[ρu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t)] dv =

∫
Ω
[Aijmnεij(t)εmn(t)+

+ Cijmnγij(t)γmn(t) + 2Bijmnεij(t)γmn(t) + cθ2(t)] dv,
(1.1.23)

∫
Ω
[ρu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t)] dv =

∫ t

0

∫
Ω

1

T0
kijθ,i(s)θ,j(s) dvds, (1.1.24)

∫
Ω
[Aijmnεij(t)εmn(t) + Cijmnγij(t)γmn(t) + 2Bijmnεij(t)γmn(t)+

+ cθ2(t)] dv =

∫ t

0

∫
Ω

1

T0
kijθ,i(s)θ,j(s) dvds,

(1.1.25)

∫
Ω
cθ2(t) dv − 2

∫
Ω
[ρu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t)] dv =

= −2

∫ t

0

∫
Ω
[Dij ε̇ij(s)θ(s) + Eij γ̇ij(s)θ(s)] dvds.

(1.1.26)

În continuare vom utiliza următoarele ipoteze :

(I1) kij este un tensor pozitiv definit, adică kijξiξj ≥ k0ξiξi oricare ar fi (ξ1, ξ2, ξ3) s, i k0 o constantă
strict pozitivă ;

(I2) are locAijmnεij(t)εmn(t) + Cijmnγij(t)γmn(t) + 2Bijmnεij(t)γmn(t) ≤ 0 ;

(I3) Iij este un tensor pozitiv definit, adică Iijξiξj ≥ I0ξiξi oricare ar fi (ξ1, ξ2, ξ3) s, i I0 o constantă
strict pozitivă ;

(I4) există o constantă strict pozitivă β astfel încât
∫ t
0

∫
Ω

1
T0
kijθ,i(s)θ,j(s) dvds ≤ M2eβt oricare ar fi

t ∈ [0,∞), undeM este o constantă ;

(I5) are loc limt→∞
∫ t
0

∫ s
0

∫
Ω

1
T0
kijθ,i(τ)θ,j(τ)dvdτds = 0.

În continuare vom demonstra rezultate de unicitate. Vom considera că {ui, φj , θ}(x, t) este o solut, ie
a problemei la limită cu date init, iale corespunzătoare datelor externe nule D = 0. Vom demonstra că
{ui, φj , θ}(x, t) = 0 în Ω̄× [0,∞).

Teorema 1.1.1 Presupunem că au loc ipotezele (I1), (I2), (I3) s, i (I4). În plus, presupunem că ρ > 0,
c > 0 în Ω s, imeasΣ3 ̸= 0. Atunci problema la limită cu date init, iale are cel mult o solut, ie.

Teorema 1.1.2 Presupunem că au loc ipotezele (I1), (I3) s, i (I5). În plus, fie ρ > 0, c > 0 în Ω̄ s, i
measΣ4 = 0. Atunci problema la limită cu date init, iale are cel mult o solut, ie.
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1.2 O generalizare cu deformat, ie de ordin fract, ionar

În această sect, iune construim un nou model al termoelasticităt, ii micropolare prin considerarea deformat, iei
de ordin fract, ionar, după modelul din [111]. Prezentăm ecuat, iile de bază, condit, iile init, iale s, i la limită
ale problemei mixte a termoelasticităt, ii micropolare s, i utilizăm derivata fract, ionară Caputo în acest
context. Teoremele demonstrate în această sect, iune oferă formulări pentru ecuat, iile constitutive în
cazul fract, ionar s, i pentru ecuat, iile Cattaneo de conduct, ie a căldurii. Rezultatele din această sect, iune
sunt cuprinse în lucrarea [20]. Rezultate similare au fost deduse în [37] s, i în [95].

1.2.1 Preliminarii

În această sect, iune studiem un material termoelastic micropolar anizotrop care ocupă domeniul măr-
ginit Ω al spat, iului euclidian tridimensional R3 cu frontiera ∂Ω de clasă C1,1. Deformarea mediului
este descrisă de vectorul deplasare u = (ui)

3
i=1 s, i de vectorul microrotat, ie φ = (φj)

3
j=1. Ecuat, iile de

mis, care [64] sunt definite pentru (x, t) ∈ Ω× [0,∞)

tji,j + ρ0Fi = ρ0üi,

mji,j + eijktjk + ρ0Mi = Iijφ̈j .
(1.2.1)

Notat, iile sunt cuprinse în Tabelul 1.2.

Tabelul 1.2 – Interpretare fizică

tij componentele tensorului tensiune
mij componentele tensorului micromoment
ρ0 densitatea constantă a mediului în configurat, ia de referint,ă
Iij coeficient, ii de inert, ie
Fi componentele vectorului fort,ă masică externă
Mi componentele vectorului cuplu masic
eijk simbolul Levi-Civita
T temperatura
qi componentele vectorului de conduct, ie a căldurii
S cantitatea de căldură pe unitatea de volum, S = ρ0Q

Tensorii de deformat, ie εij s, i γij sunt definit, i în Ω̄× [0,∞) prin intermediul ecuat, iilor geometrice [64]

εij = uj,i + ejikφk, γij = φj,i. (1.2.2)

Sistemului de ecuat, ii de mai sus i se adaugă următoarele condit, ii init, iale [45]

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x),

φi(x, 0) = φ0
i (x), φ̇i(x, 0) = φ1

i (x),

T (x, 0) = T 0(x), Ṫ (x, 0) = T 1(x),

(1.2.3)

unde u0i , u1i , φ0
i , φ

1
i , T

0, T 1 sunt funct, ii date care depind de x în Ω. În plus, condit, iile la limită pe ∂Ω×
[0,∞) sunt [45]

ui(x, t) = ũi(x, t) pe Σ̄1 × [0,∞),

ti(x, t) = t̃i(x, t) pe Σ2 × [0,∞),

T (x, t) = T̃ (x, t) pe Σ̄3 × [0,∞),

q(x, t) = q̃(x, t) pe Σ4 × [0,∞),

φj(x, t) = φ̃j(x, t) pe Σ̄5 × [0,∞),

mi(x, t) = m̃i(x, t) pe Σ6 × [0,∞),

(1.2.4)
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cu
ti(x, s) := tji(x, s)nj(x),

q(x, s) := qi(x, s)ni(x),

mi(x, s) := mji(x, s)nj(x),

(1.2.5)

unde ni sunt componentele versorului normalei exterioare la suprafat,a s, i Σ1, Σ2, Σ3, Σ4, Σ5 s, i Σ6

sunt submult, imi ale ∂Ω pentru care are loc Σ̄1 ∪ Σ2 = Σ̄3 ∪ Σ4 = Σ̄5 ∪ Σ6 = ∂Ω s, i Σ1 ∩ Σ2 =
Σ3 ∩ Σ4 = Σ5 ∩ Σ6 = ∅. În plus, ũi, t̃i, T̃ , q̃, φ̃j s, i m̃i sunt funct, ii date pe mult, imea corespunzătoare.

Legea conservării masei este [111]
d

dt

∫
Ω
ρ0dV = 0, (1.2.6)

ceea ce conduce la condit, ia de continuitate în forma
d

dt
(ρ0dV ) = 0. (1.2.7)

Energia internă pe unitatea de masă este notată cu e. Principiul conservării energiei este [45]∫
Ω
(ρ0ė+ ρ0u̇iüi + Iijφ̇iφ̈j) dV =

∫
Ω
ρ0Fiu̇idV +

∫
Ω
ρ0Miφ̇idV+

+

∫
∂Ω
tjinj u̇idA+

∫
∂Ω
mjinjφ̇idA+

∫
Ω
SdV +

∫
∂Ω
qinidA.

(1.2.8)

Ecuat, iile Cattaneo de conduct, ie a căldurii sunt

qi + τ0q̇i = −KijT,j , i, j = 1, 2, 3, (1.2.9)

unde Kij este tensorul de conductivitate termică s, i τ0 este timpul de relaxare. Acestea înlocuiesc
legea Fourier. Caputo a introdus derivata fract, ionară în raport cu timpul

Dβ
t f(t) =

1

Γ(1− β)

∫ t

0

f ′(τ)

(t− τ)β
dτ, 0 ≤ β ≤ 1. (1.2.10)

În plus, ϕ, energia liberă Helmholtz, se exprimă în funct, ie de energia internă s, i de funct, ia entropie η
s, i este definită astfel

ϕ = e− Tη. (1.2.11)

Definim ecuat, iile constitutive ale unui material termoelastic Cosserat în cazul fract, ionar astfel

ϕ = ϕ(ε̃ij , γij , T, T,i),

e = e(ε̃ij , γij , T, T,i),

η = η(ε̃ij , γij , T, T,i),

q = q(ε̃ij , γij , T, T,i),

(1.2.12)

unde
ε̃ij = (1 + τβDβ

t )εij (1.2.13)
s, i τ este un parametru constant numit timp de relaxare mecanică.

Energia liberă este [45]

ρ0ϕ(ε̃ij , γij , θ) =
1

2
Aijmnε̃ij ε̃mn +Bijmnε̃ijγmn +

1

2
Cijmnγijγmn−

−Dij ε̃ijθ − Eijγijθ −
1

2
cθ2

(1.2.14)

unde T = T 0 + θ.

În expresia energiei libere, coeficient, ii de elasticitate satisfac următoarele relat, ii de simetrie

Aijmn = Amnij , Cijmn = Cmnij , Iij = Iji. (1.2.15)
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1.2.2 Ecuat, ii constitutive

În această sect, iune vom scrie derivata în raport cu timpul a energiei libere în două moduri : prin
intermediul ecuat, iilor de mis, care s, i a principiului conservării energiei pe de o parte s, i cu ajutorul
ecuat, iilor constitutive ale unui material termoelastic Cosserat pe de altă parte. Astfel vom obt, ine
ecuat, iile constitutive s, i ecuat, ia energiei pentru termoelasticitatea micropolară generalizată de ordin
fract, ionar. În plus, ecuat, ia energiei, expresiile entropiei s, i ale energiei libere conduc la o nouă formu-
lare a legilor Cattaneo de conduct, ie a căldurii.

Vom utiliza abordarea uzuală de derivare a ecuat, iei energiei. Vom obt, ine astfel o formulă cu deformat, ie
de ordin fract, ionar.

Lema 1.2.1 Derivata energiei libere în raport cu timpul este reprezentată prin formula

ρ0ϕ̇ = tij̇̃εij +mij γ̇ij + ρ0Q+ qi,i − ρ0Ṫ η − ρ0T η̇. (1.2.16)

Teorema 1.2.1 Ecuat, iile constitutive ale teoriei generalizate a termoelasticităt, ii cu deformat, ie de or-
din fract, ionar pentru materiale micropolare sunt

tij = Aijmnε̃mn +Bijmnγmn −Dijθ =

= Aijmn(1 + τβDβ
t )εmn +Bijmnγmn −Dijθ,

(1.2.17)

mij = Bmnij ε̃mn + Cijmnγmn − Eijθ =

= Bmnij(1 + τβDβ
t )εmn + Cijmnγmn − Eijθ,

(1.2.18)

ρ0η = Dij ε̃ij + Eijγij + cθ =

= Dij(1 + τβDβ
t )εij + Eijγij + cθ.

(1.2.19)

Teorema 1.2.2 În contextul teoriei termoelasticităt, ii generalizate cu deformat, ie de ordin fract, ionar
pentru materiale micropolare ecuat, iile Cattaneo ale căldurii conduc la

(KijT,j),i =

(
∂

∂t
+ τ0

∂2

∂t2

)[
−T 0Dij(1 + τβDβ

t )εij − EijT
0γij − cT 0T

]
+

+ ρ0

(
1 + τ0

∂

∂t

)
Q.

(1.2.20)



Capitolul 2

Studiul mediilor dipolare cu porozitate
simplă s, i dublă

2.1 Solut, ii ale problemei Saint-Venant pentru medii elastice dipolare po-
roase

Acest capitol este dedicat problemei Saint-Venant în contextul teoriei corpurilor dipolare poroase.
Considerăm un cilindru drept format dintr-un material neomogen s, i anizotrop. În ecuat, iile de mis, care
ale problemei, variabila axială este privită ca un parametru. Rezultatul principal este descris de o clasă
de solut, ii semi-inverse ale problemei Saint-Venant în funct, ie de problemele plane generalizate.

Acest studiu are aplicat, ii în domeniile care se ocupă cu materiale poroase, cum ar fi materiale geolo-
gice, materialele granulare solide, studiul oaselor umane s, i animale. Primele investigat, ii asupra ma-
terialelor cu goluri au fost publicate de Goodman s, i Cowin, care au pus bazele teoriei granulare [58].

2.1.1 Ecuat, ii de bază

Vom considera un mediu elastic poros s, i dipolar care este constituit dintr-un material anizotrop s, i
neomogen s, i care ocupă, la momentul de timp t = 0, un domeniu regulat B al spat, iului euclidian
tridimensionalR3, s, i anume un cilindru drept de lungimeL. Vom nota cu ∂B frontiera domeniuluiB s, i
cu B̄ închiderea lui B, B̄ = B∪∂B, unde ∂B este o suprafat,ă netedă pe port, iuni. Mis, carea corpului se
raportează la un sistem fix de axe cartezieneOxi, i = 1, 2, 3, care este ales astfel încât generatoarea
cilindrului să fie paralelă la axaOx3 s, i planul x1Ox2 să cont, ină unul din capetele cilindrului. CuD(x3)
vom nota interiorul sect, iunii transversale mărginite care este realizată la distant,a x3 de baza x1Ox2.
Vom adopta o notat, ie tensorială. Punctele dinB se notează cu xj s, i t∈[0,∞) este variabila timp. Vom
utiliza convent, ia de însumare a lui Einstein pentru indici care se repetă. Un punct deasupra unei litere
desemnează derivata în raport cu variabila timp t s, i indicele j după o virgulă indică derivarea part, ială
în raport cu argumentul spat, ial xj . Tot, i indicii greces, ti iau valori întregi (1, 2), unde indicii latini iau
valorile (1, 2, 3). Vom considera ipoteze de regularitate pentru funct, iile considerate. De exemplu, vom
presupune că suprafat,a ∂B este suficient de regulată pentru a aplica teorema divergent,ei.

Mis, carea corpului va fi caracterizată cu ajutorul vectorului deplasare de componente ui, a tensorului
deplasare dipolară de componente φij , s, i a funct, iei de distribut, ie a volumului φ, care în configurat, ia
de referint,ă este φ0. În continuare, vom utiliza funct, ia de distribut, ie a volumului σ dată de diferent,a
σ = φ− φ0.

Utilizând procedura propusă de Green s, i Rivlin, vom considera o nouă mis, care care diferă de mis, carea
dată doar printr-o mis, care rigidă suprapusă, definită de o rotat, ie de viteză unghiulară uniformă a cor-
pului rigid s, i presupunem că pentru mis, carea dată, toate caracteristicile corpului rămân neschimbate
de o astfel de mis, care rigidă suprapusă. Deducem următoarele ecuat, ii geometrice, care dau expresii

17
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ale măsurilor de deformat, ie εij , γij , χijk s, i ϕi în raport cu variabilele de mis, care

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) , γij = uj,i − φij , χijk = φjk,i, ϕi = σ,i. (2.1.1)

În cazul în care corpul, în configurat, ia de referint,ă, nu este supus unor tensiuni, iar fort,ele masice
de echilibru sunt zero, considerăm că densitatea energiei interne este o formă pătratică în raport cu
variabilele constititutive independente. Atunci din principiul de conservare a energiei putem deduce
că densitatea energiei interne poate fi scrisă sub următoarea formă

Ψ =
1

2
Cijmnεijεmn +Gijmnεijγmn + Fijmnrεijχmnr +

1

2
Bijmnγijγmn +

+Dijmnrγijχmnr +
1

2
Aijkmnrχijkχmnr + aijεijσ + cijγijσ + eijkχijkσ + (2.1.2)

+bijkεijϕk + dijkγijϕk + fijkmχijkϕm +
1

2
pijϕiϕj + diσϕi +

1

2
ξσ2.

În consecint,ă, vom utiliza următoarele ecuat, ii constitutive care descriu relat, ia dintre mărimea ten-
siunii în funct, ie de mărimea deformat, iei

τij = Cijmnεmn +Gmnijγmn + Fmnrijχmnr + aijσ + bijkϕk,

ηij = Gijmnεmn +Bijmnγmn +Dijmnrχmnr + cijσ + dijkϕk,

µijk=Fijkmnεmn+Dmnijkγmn+Aijkmnrχmnr+eijkσ+fijkmϕm, (2.1.3)
λi = bmniεmn + dmniγmn + fmnriχmnr + diσ + pijϕj ,

s = −aijεij − cijγij − eijkχijk − ξσ − diϕi.

Presupunem că materialul din care este realizat cilindrul este neomogen într-o sect, iune transversală
a cilindrului, adică tot, i coeficient, ii constitutiviCijmn,Gijmn, ..., ξ din (2.1.2) sunt funct, ii care depind de
(x1, x2), adică

Cijmn = Cijmn (x1, x2) , Gijmn = Gijmn (x1, x2) , ..., ξ = ξ (x1, x2)

În plus, au loc următoarele relat, ii de simetrie pentru aces, ti coeficient, i elastici

Cijmn = Cjimn = Cmnij , Gijmn = Gjimn, Fijmnr = Fjimnr,

aij = aji, bijk = bjik, pij = pji. (2.1.4)

Fie ni componentele versorului normalei exterioare la suprafat,a ∂B. Atunci în fiecare punct regulat al
frontierei ∂B putem defini componentele tract, iunii de suprafat,ă ti, componentele cuplului superficial
µjk s, i tract, iunea de suprafat,ă de echilibru h prin

ti = (τij + ηij)nj , µjk = µijkni, h = λini. (2.1.5)

Vom nota frontiera sect, iunii transversale cu ∂D. Astfel, frontiera laterală a cilindrului este ∂D×[0, L].
În absent,a fort,elor masice, ecuat, iile de echilibru în contextul elasticităt, ii corpurilor dipolare poroase
sunt (conform [65])

(τij + ηij),j = 0, µijk,i + ηjk = 0, (2.1.6)

λi,i + s = 0. (2.1.7)

Pentru ecuat, iile (2.1.6) s, i (2.1.7) vom considera următoarele condit, ii la limită laterale

ti = 0, µjk = 0, h = 0 pe ∂D × [0, L] (2.1.8)

s, i condit, iile pe frontieră în capetele cilindrului

t3i = t
(1)
i , µ3jk = µ

(1)
jk , λ3 = h(1) pe D(0),

t3i = t
(2)
i , µ3jk = µ

(2)
jk , λ3 = h(2) pe D(L), (2.1.9)

unde t(1)i , t
(2)
i , µ

(1)
jk , µ

(2)
jk , h

(1) s, i h(2) sunt funct, ii date pe domeniul lor de definit, ie.
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Definit, ia 2.1.1 Numim problema Saint-Venant pentru domeniulB, problema determinării vectorului
deplasare ui, tensorului deplasare dipolară φij s, i funct, iei de distribut, ie a volumului σ care satisfac
ecuat, iile (2.1.6) s, i (2.1.7), condit, iile la limită laterale (2.1.8) s, i condit, iile pe frontieră la capete (2.1.9).

Utilizând procedura propusă de Ieşan s, i Ciarletta, vom deduce condit, iile necesare s, i suficiente pentru
existent,a solut, iei problemei Saint-Venant, s, i anume∫

D(0)
t
(1)
i dA+

∫
D(L)

t
(2)
i dA = 0,∫

D(0)
µ
(1)
ij dA+

∫
D(L)

µ
(2)
ij dA = 0,∫

D(0)
εijkxjt

(1)
k dA+

∫
D(L)

εijkxjt
(2)
k dA = 0,∫

D(0)
εijkxiµ

(1)
jk dA+

∫
D(L)

εijkxiµ
(2)
jk dA = 0.

(2.1.10)

Relat, iile (2.1.10) afirmă că pentru a ajunge la starea de echilibru a cilindrului, tract, iunile pe bazele
cilindrului ar trebui să aibă rezultanta zero s, i torsiunea zero.

Lema 2.1.1 Ecuat, iile de echilibru (2.1.6) s, i (2.1.7) pot fi scrise sub forma

[(Cijmn +Gijmn)un,m + (Gmnij +Bijmn) (un,m − φmn)+

+ (Fmnrij +Dijmnr)φnr,m + (aij + cij)σ + (bijk + dijk)σ,k],j = 0,

[Fijkmnun,m +Dmnijk (un,m − φmn) +Aijkmnrφnr,m + eijkσ+

+fijkmσ,m],i +Gjkmnum,n +Bjkmn (un,m − φmn)+

+Djkmnrφnr,m + cjkσ + djkmσ,m = 0,

[bmnium,n + dmni (un,m − φmn) + fmnriφnr,m + diσ + pijσ,j ],i−

− aijui,j − cij (uj,i − φij)− eijkφjk,i − ξσ − diσ,i = 0,

(2.1.11)

în domeniulB = D × (0, L).

Lema 2.1.2 Condit, iile la limită laterale (2.1.8) pot fi scrise sub forma

[(Ciαmn +Giαmn)un,m + (Gmniα +Biαmn) (un,m − φmn)+

+ (Fmnriα +Diαmnr)φnr,m + (aiα + ciα)σ + (biαk + diαk)σ,k]nα = 0,

[Fαjkmnun,m +Dmnαjk (un,m − φmn) +Aαjkmnrφnr,m + eαjkσ+

+ fαjkmσ,m]nα = 0,

[bmnαum,n + dmnα (un,m − φmn) + fmnrαφnr,m + dασ + pαjσ,j ]nα = 0,

(2.1.12)

pe ∂D × (0, L).

Lema 2.1.3 Condit, iile pe frontieră la capete (2.1.9) pot fi scrise sub forma

(Ci3mn +Gi3mn)un,m + (Gmni3 +Bi3mn) (un,m − φmn) +

+ (Fmnri3 +Di3mnr)φnr,m + (aij + cij)σ + (bi3k + di3k)σ,k = t
(1)
i pe D(0),

Fi3kmnun,m+Dmni3k (un,m−φmn)+Ai3kmnrφnr,m+ei3kσ+fi3kmσ,m=µ
(1)
jk pe D(0),

bmn3um,n + dmn3 (un,m − φmn) + fmnr3φnr,m + d3σ + p3jσ,j = h(1) pe D(0),

(Ci3mn +Gi3mn)un,m + (Gmni3 +Bi3mn) (un,m − φmn) + (2.1.13)

+(Fmnri3 +Di3mnr)φnr,m + (ai3 + ci3)σ + (bi3k + di3k)σ,k = t
(1)
i pe D(L),

Fi3kmnun,m+Dmni3k (un,m−φmn)+Ai3kmnrφnr,m+ei3kσ+fi3kmσ,m=µ
(1)
jk pe D(L),

bmn3um,n + dmn3 (un,m − φmn) + fmnr3φnr,m + d3σ + p3jσ,j = h(1) pe D(L).
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În continuare vom nota cu (S-V) problema care este formată din ecuat, iile (2.1.11), din condit, iile la
limită laterale (2.1.12) s, i din condit, iile pe frontieră la capete (2.1.13). În plus, vom presupune că den-
sitatea energiei interne Ψ, definită în (2.1.2) s, i asociată solut, iei problemei la limită (S-V) este pozitiv
definită. Dacă densitatea energiei interne Ψ este pozitiv definită, atunci problema la limită (S-V) are
o solut, ie unică, până la o deplasare rigidă.

2.1.2 Rezultate principale

În articolele care abordează problema Saint-Venant este definită starea plană generalizată pentru
interiorul sect, iunii transversale.

Astfel, vectorul deplasare u, tensorul deplasare dipolarăφ s, i funct, ia de distribut, ie a volumului σ de-
pind peD doar de x1 s, i x2

ui = ui (x1, x2) , φij = φij (x1, x2) , σ = σ (x1, x2) , (x1, x2) ∈ D (2.1.14)

unde domeniulD ⊂ R2 este o sect, iune transversală a cilindrului considerat. În consecint,ă, s, i celelalte
funct, ii din problema (S-V) depind doar de x1 s, i x2. Prin urmare, dacă considerăm mărimile tensiunii,
au loc

τij = τij (x1, x2) , ηij = ηij (x1, x2) , µijk = µijk (x1, x2) ,

λi = λi (x1, x2) , s = s (x1, x2) , (x1, x2) ∈ D

s, i dacă notăm cu U componentele vectorului deplasare u, tensorului deplasare dipolară φ s, i funct, ia
de distribut, ie a volumului σ în domeniulD, adică U = (ui, φij , σ), atunci ecuat, iile constitutive (2.1.3)
pot fi rescrise sub forma

τij(U) = Cijmαum,α +Gαnij (un,α − φαn) + Fαnrijφnr,α + aijσ + bijασ,α,

ηij(U) = Gijmαum,α +Bijαn (un,α − φαn) +Dijαnrφnr,α + cijσ + dijασ,α,

µijk(U) =Fijkmαum,α+Dαnijk (un,α − φαn)+Aijkαnrφnr,α+eijkσ+fijkασ,α, (2.1.15)
λi(U) = bmαium,α + dαni (un,α − φαn) + fαnriφnr,α + diσ + piασ,α,

s(U) = −aαjuj,α − cαj (uj,α − φαj)− eαjkφjk,α − ξσ − dασ,α.

În continuare vom adapta problema (S-V) de mai sus pentru domeniul D s, i frontiera sa ∂D la o pro-
blemă plană. Vom nota cu (P-S-V) această problemă plană, care constă în

- ecuat, iile de echilibru

(τiα(U) + ηiα(U)),α + fi = 0, µαjk,α(U) + ηjk(U) + gjk = 0,

λα,α(U) + s(U) + l = 0 pe D, (2.1.16)

unde fi = fi (x1, x2) sunt componentele fort,ei masice, gjk = gjk (x1, x2) sunt componentele fort,ei
masice dipolare s, i l = l (x1, x2) este fort,a de echilibru externă ;

- condit, iile la limită

(τiα(U) + ηiα(U))nα = t̃i, µαjk(U)nα = m̃jk, λα(U)nα = h̃ pe ∂D, (2.1.17)

unde t̃i sunt componentele tract, iunii pe frontieră, m̃jk sunt componentele cuplului tract, iunii pe fron-
tieră s, i h̃ este tract, iunea de echilibru pe frontieră. Putem afla o altă expresie a problemei (P-S-V)
formată din (2.1.16) s, i (2.1.17) prin considerarea ecuat, iilor constitutive (2.1.15). Prin urmare, ecuat, iile
de echilibru sunt de forma

Fi(U) ≡ [(Ciαmβ +Giαmβ)um,β + (Gβniα +Biαβn) (un,β − φβn)+

+ (Fβnriα+Diαβnr)φnr,β+(aiα+ciα)σ+(biαβ+diαβ)σ,β],α=−fi,
Gjk(U) ≡ [Fαjkmβum,β+Dβnαjk (un,β − φβn)+Aαjkβnrφnr,β+eαjkσ+fαjkβσ,β],α +

+Gjkmαum,α+Bjkαn (un,α−φαn)+Djkαnrφnr,α+cjkσ+djkασ,α=−gjk, (2.1.18)
L(U) ≡ [bmβαum,β + dβnα (un,β − φβn) + fβnrαφnr,β + dασ + pαβσ,β],α −

−aαjuj,α − cαj (uj,α − φαj)− eαjkφjk,α − ξσ − dασ,α = −l
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s, i condit, iile pe frontieră devin

Ti(U) ≡ [(Ciαmβ +Giαmβ)um,β + (Gβniα +Biαβn) (un,β − φβn)+

+ (Fβnriα+Diαβnr)φnr,β+(aiα+ciα)σ+(biαβ+diαβ)σ,β]nα= t̃i,

Mjk(U) ≡ [Fαjkmβum,β+Dβnαjk (un,β−φβn)+Aαjkβnrφnr,β+eαjkσ+fαjkβσ,β ]nα=m̃jk,

H(U) ≡ [bmβαum,β + dβnα (un,β − φβn) + fβnrαφnr,β + dασ + pαβσ,β]nα = h̃.

(2.1.19)

Presupunem că funct, iile fi, gjk, l, t̃i, m̃jk s, i h̃ satisfac, pe domeniul lor de definit, ie, condit, iile nece-
sare de regularitate pentru existent,a unei solut, ii a problemei plane de mai sus (de exemplu, cele din
articolul[53]).

Condit, iile necesare s, i suficiente pentru existent,a unei solut, ii a problemei plane sunt ca rezultanta s, i
torsiunea încărcărilor să fie nule∫

D
fidA+

∫
∂D

t̃ids = 0,

∫
D
g3idA+

∫
∂D

m̃3ids = 0,∫
D
ε3αβxαfβdA+

∫
∂D
ε3αβxαt̃βds=0,

∫
D
ε3αβxαg3βdA+

∫
∂D
ε3αβxαm̃3βds=0. (2.1.20)

Pentru a obt, ine o problemă plană generalizată asociată sistemului de ecuat, ii (2.1.11) s, i condit, iilor pe
frontieră laterale (2.1.12), vom considera că ecuat, iile de echilibru (2.1.11) sunt satisfăcute pe dome-
niul planD s, i condit, iile la limită laterale (2.1.12) sunt satisfăcute pe curba plană ∂D, variabila x3 fiind
considerată ca un parametru, x3 ∈ (0, L). În consecint,ă, pe sect, iunea transversală D a cilindrului
act, ionează o fort,ă rezultantă care are componentele

(Ri(U),Rjk(U)) , unde Ri(U)=
∫
D
(τ3i+η3i) (U)dA, Rjk(U)=

∫
D
µ3jk(U)dA, (2.1.21)

s, i un moment rezultant al tract, iunii de componente

Mi(U)=
∫
D
εijkxj (τ3k+η3k) (U)dA+

∫
D
εijkxjµ33k(U)dA. (2.1.22)

Caz particular Din (2.1.22) deducem că

Mα(U) = ε3αβ

∫
D
xβ (τ33+η33) (U)dA+ ε3αβ

∫
D
xβµ333(U)dA−

−x3ε3αβ
∫
D
(τ3β+η3β) (U)dA− x3ε3αβ

∫
D
µ33β(U)dA, (2.1.23)

M3(U) = ε3αβ

∫
D
xα (τ3β+η3β) (U)dA+ ε3αβ

∫
D
xαµ33β(U)dA.

În următoarea teoremă vom determina o condit, ie suficientă care permite exprimarea solut, iei proble-
mei Saint-Venant în funct, ie de starea plană generalizată.

Teorema 2.1.1 Dacă U este o solut, ie a problemei Saint-Venant s, i fort,a rezultantă asociată (Ri(U),Rjk(U))
s, i momentul rezultant al tract, iunii M3(U) sunt independente de x3, atunci U poate fi exprimată în
funct, ie de starea plană generalizată.

Următorul rezultat se obt, ine cu ajutorul rezultatelor din Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.2 Dacă U este o solut, ie a problemei Saint-Venant astfel încât fort,ele rezultante (Ri(U),Rjk(U))
s, i momentul rezultant al tract, iunii M3(U) sunt independente de x3, atunci M1(U) s, i M2(U) sunt de
asemenea independente de x3.
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Observat, ia 2.1.1 Considerând că Rα(U) este independent de x3, putem deduce prin calcul direct că

∫
D
xα (τ33(U,33) + η33(U,33)) dA = 0. (2.1.24)

În continuare vom aborda o clasă de solut, ii semi-inverse a problemei Saint-Venant, care pot fi expri-
mate în funct, ie de starea plană generalizată.

După cum sugerează relat, iile (2.1.30) s, i (2.1.31), vom considera acele solut, ii ale problemei Saint-
Venant care au proprietatea că expresiile deplasării u,3 s, i deplasării dipolare φ,3 se comportă ca o
deplasare rigidă s, i funct, ia de distribut, ie a volumului σ este independentă de x3.

Vom nota cu (S − V )s clasa acestor solut, ii s, i cu U0 un element al acestei clase, U0 =
(
u0,φ0, σ0

)
∈

(S − V )s. Luând în considerare (2.1.21)-(2.1.23), ajungem la concluzia că

(
Rα

(
U0))

,3
= 0,

(
R3

(
U0))

,3
= 0,

(
Mi

(
U0))

,3
= 0. (2.1.25)

În cazul unei deplasări rigide s, i al unei deplasări dipolare rigide, deducem prin integrare directă că

u0α = −1

2
aαx

2
3 − ε3αβa4xβx3 + vα(x1, x2),

u03 = (a1x1 + a2x2 + a3)x3 + v3(x1, x2),

φ0
αk = −1

2
bαkx

2
3 − ε3αβb4kxβx3 + wαk(x1, x2), (2.1.26)

φ0
3k = (b1kx1 + b2kx2 + b3k)x3 + w3k(x1, x2),

σ0 = ψ(x1, x2),

pentru U0 =
(
u0,φ0, σ0

)
∈ (S−V )s, undeα = 1, 2. Coeficient, ii am s, i bmk din (2.1.26) sunt constante

arbitrare, pentru m = 1, 2, 3, 4 s, i k = 1, 2, 3. În plus, vi s, i wik sunt funct, ii arbitrare independente de
x3, pentru i, k = 1, 2, 3.
Dacă înlocuim (2.1.26) în (2.1.3), vom determina componentele tensiunii în această clasă de solut, ii, s, i
anume

τij
(
U0
)
= Cij33 (a1x1 + a2x2 + a3)− a4Cijα3ε3αβxβ +

+Fijk33 (b1kx1 + b2kx2 + b3k)− b4kFijα33ε3αβxβ + τij (U) ,
ηij
(
U0
)
= Gij33 (a1x1 + a2x2 + a3)− a4Gijα3ε3αβxβ +

+Dijk33 (b1kx1 + b2kx2 + b3k)− b4kDijα33ε3αβxβ + ηij (U) ,
µijk

(
U0
)
= Fijk33 (a1x1 + a2x2 + a3)− a4Fijkα3ε3αβxβ +

+Aijkm33 (b1mx1 + b2mx2 + b3m)− b4mAijkmα3ε3αβxβ + µijk (U) , (2.1.27)
λi
(
U0
)
= b33i (a1x1 + a2x2 + a3)− a4biα3ε3αβxβ +

+fik33 (b1kx1 + b2kx2 + b3k)− b4kfikα3ε3αβxβ + λi (U) ,
s
(
U0
)
= −a33 (a1x1 + a2x2 + a3)− a4aα3ε3αβxβ −

−e33k (b1kx1 + b2kx2 + b3k)− b4keα3kε3αβxβ − s (U) .

Expresiile pentru τij (U), ηij (U), µijk (U), λi (U) s, i s (U) sunt cele din (2.1.15).
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Luând în considerare relat, iile (2.1.27), ecuat, iile de echilibru (2.1.18) devin

F0
i

(
U0
)
= Fi (U) +

+[(Ciα33+Giα33) aβxβ+(Ciα33+Giα33) a3−a4ε3γβ (Ciαγ3+Giαγ3)xβ],α+
+[(Fiαk33+Diαk33)bβkxβ+(Fiαk33+Diαk33)b3k−b4kε3γβ (Fiαkγ3+Diαkγ3)xβ],α=0,

G0
ij

(
U0
)
= Gij (U) + [Fijα33aβxβ + Fijα33a3 − a4ε3γβFijαγ3xβ],α +

+ [Aijαk33bβkxβ +Aijαk33b3k − b4kε3γβAijαkγ3xβ],α = 0, (2.1.28)

L0
(
U0
)
= L (U) +
+ [(b33α + d33α) aβxβ + (b33α + d33α) a3 − a4ε3γβ (b3γα + d3γα)xβ],α +

+ [fαk33bβkxβ + fαk33b3k − b4kε3γβfαkγ3xβ],α −
−a33aβxβ − a33a3 + a4ε3γβaγ3xβ − e33kbβkxβ − e33kb3k + b4keγ3kε3γβxβ = 0,

care au loc în domeniulD. În plus, cu ajutorul relat, iei (2.1.27), condit, iile pe frontieră (2.1.19) devin

T 0
i

(
U0
)
= Ti (U) +

+[(Ciα33+Giα33) aβxβ+(Ciα33+Giα33) a3−a4ε3γβ (Ciαγ3+Giαγ3)xβ]nα+
+[(Fiαk33+Diαk33)bβkxβ+(Fiαk33+Diαk33)b3k−b4kε3γβ (Fiαkγ3+Diαkγ3)xβ]nα=0,

M0
ij

(
U0
)
= Mij (U) + [Fijα33aβxβ + Fijα33a3 − a4ε3γβFijαγ3xβ]nα + (2.1.29)

+ [Aijαk33bβkxβ +Aijαk33b3k − b4kε3γβAijαkγ3xβ]nα = 0,

H0
(
U0
)
= H (U) +

+ [(b33α + d33α) aβxβ + (b33α + d33α) a3 − a4ε3γβ (b3γα + d3γα)xβ]nα +

+ [fαk33bβkxβ + fαk33b3k − b4kε3γβfαkγ3xβ]nα = 0

care au loc pe suprafat,a ∂D.
În acest fel, problema la limită definită de (2.1.18) s, i (2.1.19) este înlocuită de problema la limită de-
finită de (2.1.28) s, i (2.1.29).

Luând în considerare condit, iile (2.1.20), deducem că toate condit, iile necesare s, i suficiente pentru ca
problema la limită (2.1.28) s, i (2.1.29) să aibă o solut, ie U = (ui, φjk, σ) sunt îndeplinite pentru orice
as, s = 1, 2, 3, 4 s, i bsk, s = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, 3.

În continuare vom considera trei forme particulare ale problemei la limită (2.1.28) s, i (2.1.29), s, i anume
cazurile ai = δij , a4 = 0 s, i bik = δij , b4k = 0, unde j este numărul problemei particulare. Solut, iile
corespunzătoare vor fi notate cu U(s) =

(
u
(s)
i , φ

(s)
ij , σ

(s)
)

, s = 1, 2, 3. În plus, vom nota cu U(4) =(
u
(4)
i , φ

(4)
ij , σ

(4)
)

o solut, ie a problemei la limită (2.1.28), (2.1.29) în cazul particular în care ai = 0, i =

1, 2, 3, a4 = 1 s, i bik = 0, i = 1, 2, 3, b4k = 1.

Astfel, funct, iile U(s) =
(
u
(s)
i , φ

(s)
ij , σ

(s)
)
, s = 1, 2, 3, 4 satisfac ecuat, iile

Fi
(

U(s)
)
+ f

(s)
i = 0, Gij

(
U(s)

)
+ g

(s)
ij = 0, L

(
U(s)

)
+ l(s) = 0 în D, (2.1.30)

s, i condit, iile pe frontieră

Ti
(

U(s)
)
= T̃

(s)
i , Gij

(
U(s)

)
= M̃

(s)
ij , L

(
U(s)

)
= L̃(s) pe ∂D. (2.1.31)
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În (2.1.30) s, i (2.1.31) am utilizat notat, iile

f
(β)
i = [(Ciα33 +Giα33)xβ + (Fiαk33 +Diαk33) δkβxβ],α ,

f
(3)
i = [(Ciα33 +Giα33) + (Fiαk33 + Fiαk33) δk3],α ,

f
(4)
i = − [ε3γβ (Ciαγ3 +Giαγ3)xβ + ε3γβ (Fiαkγ3 +Diαkγ3) δk3xβ],α ,

g
(β)
ij = [(Fijα33aβ +Aijαk33bβk)xβ],α , g

(3)
ij = (Fijα33a3 +Aijαk33b3k),α ,

g
(4)
ij = − [ε3γβ (Fijαγ3 + δ3kAijαkγ3)xβ],α ,

l(β) = [(bα33 + dα33)xβ + fαk33δkβxβ],α − (a33 + ek33δk3)xβ,

l(3) = [(bα33 + dα33) + fαk33δk3],α − (a33 + ek33δk3) ,

l(4) = − [ε3γβ (b3γα + d3γα + fαkγ3)xβ],α + ε3γβ (aγ3 + eγ3kδk3) , (2.1.32)

T̃
(β)
i = − [(Ciα33 +Giα33)xβ + (Fiαk33 +Diαk33) δkβxβ]nα,

T̃
(3)
i = − [(Ciα33 +Giα33) + (Fiαk33 + Fiαk33) δk3]nα,

T̃
(4)
i = [ε3γβ (Ciαγ3 +Giαγ3)xβ + ε3γβ (Fiαkγ3 +Diαkγ3) δk3xβ]nα,

M̃
(β)
ij = [(Fijα33aβ +Aijαk33bβk)xβ]nα, M̃

(3)
ij = (Fijα33a3 +Aijαk33b3k)nα,

M̃
(4)
ij =[ε3γβ (Fijαγ3+δ3kAijαkγ3)xβ]nα, L̃

(β)=−[(bα33+dα33)xβ+fαk33δkβxβ]nα,

L̃(3) = − [(bα33 + dα33) + fαk33δk3]nα, L̃
(4) = [ε3γβ (b3γα + d3γα + fαkγ3)xβ]nα.

Dacă U(s) sunt solut, iile problemelor de mai sus, atunci putem scrie

U =
4∑
s=1

asU(s), (2.1.33)

deoarece toate problemele formulate mai sus sunt liniare. Prin urmare, dacă W0 =
(
u0,φ0, σ0

)
este

o solut, ie din clasa noastră, W0 ∈ (S − V )s, atunci are loc

W(0) =
4∑
s=1

asW(s), (2.1.34)

unde componentele solut, iilor sunt definite de

u(β)α = −1

2
x23δαβ + v(β)α , u

(β)
3 = xβx3 + v

(β)
3 , u(3)α = v(3)α ,

u
(3)
3 = x3 + v

(3)
3 , u(4)α = ε3βαxβx3 + v(4)α , u

(4)
3 = v

(4)
3 ,

φ
(β)
α3 = −1

2
x23δαβ + w

(β)
α3 , φ

(β)
33 = xβx3 + w

(β)
33 , φ

(3)
α3 = w

(3)
α3 , (2.1.35)

φ
(3)
33 = x3 + w

(3)
33 , φ

(4)
α3 = ε3βαxβx3 + w

(4)
α3 , φ

(4)
33 = w

(4)
33 .

Potrivit relat, iilor (2.1.34) s, i (2.1.27), componentele tensiunii devin

τij

(
W(0)

)
=

4∑
r=1

arτij

(
W(r)

)
, ηij

(
W(0)

)
=

4∑
r=1

arηij

(
W(r)

)
,

µijk

(
W(0)

)
=

4∑
r=1

arµijk

(
W(r)

)
, λi

(
W(0)

)
=

4∑
r=1

arλi

(
W(r)

)
, (2.1.36)

s
(

W(0)
)
=

4∑
r=1

ars
(

W(r)
)
,
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unde

τij

(
W(α)

)
= Cij33xα + Fijβ33δβ3xα + τij

(
U(α)

)
,

τij

(
W(3)

)
= Cij33 + Fijβ33δβ3 + τij

(
U(3)

)
,

τij

(
W(4)

)
= −ε3αβCijα3xβ − ε3γβFijkγ3δk3xβ + τij

(
U(4)

)
,

ηij

(
W(α)

)
= Gij33xα +Dijβ33δβ3xα + ηij

(
U(α)

)
,

ηij

(
W(3)

)
= Gij33 +Dijβ33δβ3 + ηij

(
U(3)

)
,

ηij

(
W(4)

)
= −ε3αβGijα3xβ − ε3γβDijkγ3δk3xβ + ηij

(
U(4)

)
,

µijk

(
W(α)

)
= Fijk33xα +Aijkβ33δβ3xα + µijk

(
U(α)

)
,

µijk

(
W(3)

)
= Fijk33 +Aijkβ33δβ3 + µijk

(
U(3)

)
, (2.1.37)

µijk

(
W(4)

)
= −ε3αβFijkα3xβ − ε3γβAijkmγ3δm3xβ + µijk

(
U(4)

)
,

λi

(
W(α)

)
= b33ixα + fiβ33δβ3xα + λi

(
U(α)

)
,

λi

(
W(3)

)
= b33i + fiβ33δβ3 + λi

(
U(3)

)
,

λi

(
W(4)

)
= −ε3αβb3αixβ − ε3γβfikγ3δk3xβ + λi

(
U(4)

)
,

s
(

W(α)
)
= −a33xα − e33βδβ3xα + s

(
U(α)

)
s
(

W(3)
)
= −a33 − e33βδβ3 + s

(
U(3)

)
s
(

W(4)
)
= ε3αβaα3xβ + ε3γβe3γkδk3xβ + s

(
U(4)

)
.

Din relat, iile (2.1.30), (2.1.36) s, i (2.1.37) se poate deduce că

ταi, α

(
W(s)

)
+ ηαi, α

(
W(s)

)
= 0, µαjk, α

(
W(s)

)
+ ηjk

(
W(s)

)
= 0,

λα, α

(
W(s)

)
+ s

(
W(s)

)
= 0 în D. (2.1.38)

În mod similar, din relat, iile (2.1.31), (2.1.36) s, i (2.1.37) se poate deduce că

ταi

(
W(s)

)
nα+ηαi

(
W(s)

)
nα=0, µαjk

(
W(s)

)
nα=0, λα

(
W(s)

)
nα=0 pe ∂D. (2.1.39)

Luând în considerare relat, iile (2.1.22), (2.1.36), (2.1.38) s, i (2.1.39), obt, inem următoarele două ecuat, ii

Rα

(
W(0)

)
−
∫
D

4∑
s=1

[
τ3α

(
W(s)

)
+ η3α

(
W(s)

)]
dA−

−
∫
D

4∑
s=1

{[
xατ3β

(
W(s)

)]
,β
+
[
xαη3β

(
W(s)

)]
,β

}
dA = 0, (2.1.40)

Rαβ

(
W(0)

)
−
∫
D

4∑
s=1

µ3αβ

(
W(s)

)
dA−

∫
D

4∑
s=1

[
xα µ3βγ

(
W(s)

)]
,γ
dA = 0. (2.1.41)

Se observă că dacă
(
u0,φ0, σ0

)
este o solut, ie din clasa noastră, adică

(
u0,φ0, σ0

)
∈ (S−V )s, atunci,

prin utilizarea notat, iilor

C3s=

∫
D

[
τ33

(
W(s)

)
+η33

(
W(s)

)]
dA,Cβs=

∫
D
xβ

[
τ33

(
W(s)

)
+η33

(
W(s)

)]
dA,

C4s =

∫
D
ε3αβxα

[
τ3β

(
W(s)

)
+ η3β

(
W(s)

)]
dA, s = 1, 2, 3, 4



26

obt, inem

R3

(
W(0)

)
=

4∑
s=1

asC3s, Mα

(
W(0)

)
=

4∑
s=1

ε3αβasCβs, M3

(
W(0)

)
=

4∑
s=1

asC4s.

2.2 O generalizare cu deformat, ie de ordin fract, ionar pentru medii termoe-
lastice dipolare cu dublă porozitate

Această sect, iune continuă studiul materialelor termoelastice dipolare, care sunt un caz special al me-
canicii mediilor continue multipolare. Această teorie permite considerarea unei structuri cu dublă po-
rozitate : o macroporozitate asociată porilor din material s, i o microporozitate care constă în fisurile
din scheletul poros. Construim un model matematic pentru materiale dipolare care au o structură du-
blu poroasă prin considerarea unei relat, ii Duhamel-Neumann între tensiune s, i deformat, ie de ordin
fract, ionar. Conduct, ia termică este descrisă de ecuat, iile lui Cattaneo. Obt, inem astfel ecuat, iile consti-
tutive ale teoriei liniare a termoelasticităt, ii cu deformat, ie de ordin fract, ionar. În final, considerăm cazul
izotrop în condit, ii de deformare plană pentru a realiza simulări numerice pentru probe de cupru poros.

2.2.1 Preliminarii

În această sect, iune studiem un mediu termoelastic dipolar cu dublă porozitate care ocupă un domeniu
mărginit Ω al spat, iului euclidian tridimensional R3 cu frontiera ∂Ω de clasă C1,1. Închiderea lui Ω se
notează cu Ω̄.

Mis, carea corpului este descrisă de vectorul deplasare u = (ui)1≤i≤3 s, i de tensorul dipolar ϕ =
(ϕij)1≤i,j≤3. Cel de-al doilea apare deoarece presupunem [112] că fiecare punct material este un mi-
cromediu care are un microvolumΩ′. În cadrul acestui microvolum, pozit, ia este definită în raport cu un
nou sistem de axeOx′i, care sunt paralele cu axeleOxi, respectiv s, i a căror origine este fixată în centrul
de masă al microvolumului s, i se mută odată cu deplasarea ui. În cadrul lui Ω′ se defines, te un vector
microdeplasare u′j , care, în cel mai simplu caz, este o funct, ie liniară de pozit, ie în cadrul microvolumu-
lui. Întrucât deformarea mediului este presupusă omogenă [112], are loc u′j(xi, x′i, t) = x′iϕij(xi, t),
unde partea simetrică a tensorului ϕij = u′j,i′ este microdeformat, ia mediului, iar partea sa antisime-
trică este microrotat, ia mediului.

Presiunea datorată porilor este reprezentată prin funct, iaφ s, i presiunea datorată fisurilor este carac-
terizată prin funct, ia ψ.

Ecuat, iile de mis, care pentru un mediu termoelastic dipolar cu dublă porozitate sunt [64], [94]

(tji + ηji),j + ρ0Fi = ρ0üi în Ω× (0,∞)

µijk,i + ηjk + ρ0Mjk = Iksϕ̈js în Ω× (0,∞)
(2.2.1)

Ecuat, ia fort,elor echilibrate este [94]

σi,i + ξ + ρ0G = κ1φ̈ in Ω× (0,∞)

τi,i + ζ + ρ0L = κ2ψ̈ in Ω× (0,∞)
(2.2.2)

Variabilele din ecuat, iile de mai sus au interpretările fizice descrise în Tabelul 2.1 s, i Tabelul 2.2.

În contextul teoriei liniare, ecuat, ia energiei este [94]

ρ0T η̇ = qi,i + ρ0Q, în Ω× (0,∞). (2.2.3)

Utilizăm notat, iile

ti := (tji + ηji)nj , µjk := µijkni, σ := σini, τ := τini, q := qini pe ∂Ω, (2.2.4)
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Tabelul 2.1 – Interpretare fizică

tij componentele tensorului de tensiune Cauchy
ηij componentele tensorului de tensiune relativ
µijk componentele tensorului de tensiune dublu
ρ0 densitatea constantă a mediului în configurat, ia de referint,ă
Iks coeficient, ii de microinert, ie
Fi fort,a masică pe unitate de masă
Mjk fort,a masică dipolară pe unitate de masă
σ vectorul tensiune echilibrată asociată porilor
τ vectorul tensiune echilibrată asociată fisurilor
ξ fort,a masică echilibrată intrinsecă asociată porilor
ζ fort,a masică echilibrată intrinsecă asociată fisurilor
G fort,a masică echilibrată extrinsecă pe unitate de masă asociată porilor
L fort,a masică echilibrată extrinsecă pe unitate de masă asociată fisurilor
κ1, κ2 coeficient, ii inert, iei echilibrate

Tabelul 2.2 – Interpretare fizică

ui componentele câmpului vectorial deplasare
ϕij componentele câmpului tensorial dipolar
φ presiunea din pori
ψ presiunea din fisuri
θ temperatura
qi vectorul flux de căldură
η entropia
Q sursa de căldură pe unitate de masă
S sursa de căldură pe unitate de volum, S = ρ0Q

unde ni sunt componentele versorului normalei exterioare la suprafat,ă.

Tensorul de deformat, ie εij(u) (macrodeformat, ia), tensorul de deformat, ie relativăκij(u, ϕ) s, i tensorul
de pantă a microdeformat, iei χijk(ϕ) asociate cu u s, i ϕ sunt definite prin intermediul următoarelor
ecuat, ii

2εij(u) = ui,j + uj,i, κij(u, ϕ) = uj,i − ϕij , χijk(ϕ) = ϕjk,i, (2.2.5)

care sunt numite ecuat, ii geometrice.

La sistemul de ecuat, ii de mai sus se adaugă următoarele condit, ii init, iale

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x),

ϕij(x, 0) = ϕ0ij(x), ϕ̇ij(x, 0) = ϕ1ij(x),

φ(x, 0) = φ0(x), φ̇(x, 0) = φ1(x),

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψ̇(x, 0) = ψ1(x),

T (x, 0) = T0(x), x ∈ Ω

(2.2.6)

s, i condit, ii la limită
ui(x, t) = ũi, ϕij(x, t) = ϕ̃ij ,

φ(x, t) = φ̃, ψ(x, t) = ψ̃,

T (x, t) = T̃ , (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞).

(2.2.7)

În (2.2.6) s, i (2.2.7) u0i , u1i , ϕ0ij , ϕ1ij , φ0, φ1, ψ0, ψ1, T0 s, i ũi, ϕ̃ij , φ̃, ψ̃, T̃ sunt funct, ii cunoscute.
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Definit, ia 2.2.1 Se numes, te solut, ie a primei probleme la limită cu date init, iale, în contextul termoelasticităt, ii
dipolare cu dublă porozitate, o mult, ime ordonată (u, ϕ, φ, ψ, T ) care satisface sistemul de ecuat, ii de
bază (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3), condit, iile initiale (2.2.6) s, i condit, iile la limită (2.2.7) în cilindrul Ω× (0,∞).

Observat, ia 2.2.1 O altă posibilitate este considerarea celei de-a doua probleme la limită cu date
init, iale, care constă în înlocuirea condit, iilor la limită (2.2.7) prin condit, iile la limită

ti(x, t) = t̃i, µjk(x, t) = µ̃jk,

σ(x, t) = σ̃, τ(x, t) = τ̃ ,

q(x, t) = q̃, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

(2.2.8)

unde t̃i, µ̃jk, σ̃, τ̃ şi q̃ sunt funct, ii cunoscute.

Legea de conservare a masei este [111]

d

dt

∫
Ω
ρ0 dV = 0 (2.2.9)

de unde se poate deduce condit, ia de continuitate în forma

d

dt
(ρ0dV ) = 0. (2.2.10)

Energia internă pe unitatea de masă se notează cu e. Principiul conservării energiei este [94]∫
Ω
(ρ0u̇iüi + Iksϕ̇jkϕ̈js + κ1φ̇φ̈+ κ2ψ̇ψ̈) dV +

∫
Ω
ρ0ė dV =

=

∫
Ω
(ρ0Fiu̇i + ρ0Mjkϕ̇jk + ρ0Gφ̇+ ρ0Lψ̇ + S) dV+

+

∫
∂Ω
(tiu̇i + µjkϕ̇jk + σφ̇+ τψ̇ + q) dA.

(2.2.11)

Ecuat, iile Cattaneo de conduct, ie a căldurii sunt

qi + τ0q̇i = −KijT,j , i, j = 1, 2, 3, (2.2.12)

unde Kij este tensorul de conductivitate termică s, i τ0 este timpul de relaxare. Aceste ecuat, ii înlo-
cuiesc legea lui Fourier.

Caputo a introdus derivata fract, ionară în raport cu timpul

Dγ
t f(t) =

1

Γ(1− γ)

∫ t

0

f ′(τ)

(t− τ)γ
dτ, 0 ≤ γ ≤ 1. (2.2.13)

Energia liberă Helmholtz ϕ se exprimă în funct, ie de energia internă s, i de funct, ia entropie s, i este de-
finită astfel

ϕ = e− Tη. (2.2.14)

Propunem următoarele ecuat, ii constitutive pentru un material termoelastic dipolar cu dublă porozi-
tate

ϕ = ϕ(ε̃ij , κij , χijk, φ, φ,i, ψ, ψ,i, T, T,i),

e = e(ε̃ij , κij , χijk, φ, φ,i, ψ, ψ,i, T, T,i),

η = η(ε̃ij , κij , χijk, φ, φ,i, ψ, ψ,i, T, T,i),

q = q(ε̃ij , κij , χijk, φ, φ,i, ψ, ψ,i, T, T,i),

(2.2.15)
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unde
ε̃ij = (1 + τγDγ

t )εij (2.2.16)
s, i τ este parametrul de relaxare mecanică.

Inegalitatea Clausius-Duhem este îndeplinită dacă ϕ, η nu depind de T,i.

Energia liberă poate fi reprezentată astfel [21]

ρ0ϕ(ε̃ij , κij , χijk, φ, φ,i, ψ, ψ,i, θ) =
1

2
Cijmnε̃ij ε̃mn +Gijmnε̃ijκmn+

+ Fijmnrε̃ijχmnr +
1

2
Bijmnκijκmn +Dijmnrκijχmnr+

+
1

2
Aijkmnrχijkχmnr +Aij ε̃ijφ+Bij ε̃ijψ − αij ε̃ijθ + Cijκijφ+

+Dijκijψ − βijκijθ +Eijkχijkφ+ Fijkχijkψ − γijkχijkθ+

+
1

2
aijφ,iφ,j + bijφ,iψ,j +

1

2
cijψ,iψ,j +

1

2
α1φ

2 +
1

2
α2ψ

2 + α3φψ−

− γ1φθ − γ2ψθ −
1

2
aθ2

(2.2.17)

unde T = T0 + θ.

În expresia energiei libere, coeficient, ii caracteristici materialului considerat sunt funct, ii de clasăC1(Ω̄)
s, i satisfac următoarele relat, ii de simetrie

Cijmn = Cmnij = Cjimn, Bijmn = Bmnij , Gijmn = Gjimn,

Fijmnr = Fjimnr, Aijkmnr = Amnrijk, Aij = Aji,

Bij = Bji, aij = aji, cij = cji, αij = αji.

(2.2.18)

Funct, iile utilizate sunt considerate suficient de netede.

2.2.2 Cazul anizotrop

Lema 2.2.1 Derivata energiei libere în raport cu timpul este dată de următoarea formulă
ρ0ϕ̇ = (tji + ηji)u̇i,j + µijkϕ̇jk,i − ηjkϕ̇jk + σiφ̇,i − ξφ̇+

+ τiψ̇,i − ζψ̇ + qi,i + ρ0Q− ρ0ηṪ − ρ0T η̇.
(2.2.19)

Teorema 2.2.1 Ecuat, iile constitutive ale teoriei termoelasticităt, ii generalizate cu deformat, ie de ordin
fract, ionar pentru materiale dipolare anizotrope cu dublă porozitate sunt următoarele

tij = Cijmnε̃mn +Gijmnκmn + Fijmnrχmnr +Aijφ+Bijψ − αijθ =

= Cijmn(1 + τγDγ
t )εmn +Gijmnκmn + Fijmnrχmnr+

+Aijφ+Bijψ − αijθ,

(2.2.20)

ηij = Gmnij ε̃mn +Bijmnκmn +Dijmnrχmnr + Cijφ+Dijψ − βijθ =

= Gmnij(1 + τγDγ
t )εmn +Bijmnκmn +Dijmnrχmnr+

+ Cijφ+Dijψ − βijθ,

(2.2.21)

µijk = Fmnijk(1 + τγDγ
t )εmn +Dmnijkκmn +Aijkmnrχmnr+

+ Eijkφ+ Fijkψ − γijkθ,
(2.2.22)

s, i
ξ = −Aij(1 + τγDγ

t )εij − Cijκij − Eijkχijk − α1φ− α3ψ + γ1θ,

ζ = −Bij(1 + τγDγ
t )εij −Dijκij − Fijkχijk − α2ψ − α3φ+ γ2θ,

σi = aijφ,j + bijψ,j ,

τi = bjiφ,j + cijψ,j ,

ρ0η = αij(1 + τγDγ
t )εij + βijκij + γijkχijk + γ1φ+ γ2ψ + aθ.

(2.2.23)
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Teorema 2.2.2 În contextul teoriei termoelasticităt, ii generalizate cu deformat, ie de ordin fract, ionar
pentru materiale dipolare cu dublă porozitate, din ecuat, iile Cattaneo ale căldurii se deduce următoa-
rea formulă

(KijT,j),i = −
(
∂

∂t
+ τ0

∂2

∂t2

)
[T0αij ε̃ij + T0βijκij+

+ T0γijkχijk + T0γ1φ+ T0γ2ψ + aT0T ] + ρ0

(
1 + τ0

∂

∂t

)
Q.

(2.2.24)

2.2.3 Cazul izotrop

Pentru realizarea unor simulări numerice reducem problema termoelasticităt, ii dipolare cu dublă po-
rozitate la cazul izotrop. Considerăm expresia energiei libere (2.2.17). În cazul unui material izotrop cu
simetrie fat,ă de centru numărul coeficient, ilor independent, i se reduce semnificativ s, i se poate consi-
dera că tensorii izotropi de rang impar sunt zero. De aceea considerăm că Fijmnr, Dijmnr, Eijk, Fijk
s, i γijk se anulează. Astfel obt, inem

Cijmn = λδijδmn + µ1δimδjn + µ2δinδjm, (2.2.25)

Gijmn = g1δijδmn + g2δimδjn + g3δinδjm, (2.2.26)

Bijmn = b1δijδmn + b2δimδjn + b3δinδjm, (2.2.27)

Aijkmnr = a1δijδkmδnr + a2δijδknδrm + a3δijδkrδmn + a4δjkδimδnr+

+ a5δjkδinδrm + a6δjkδirδmn + a7δkiδjmδnr + a8δkiδjnδrm+

+ a9δkiδjrδmn + a10δimδjnδkr + a11δjmδknδir + a12δkmδinδjr+

+ a13δimδjrδkn + a14δjmδkrδin + a15δkmδirδjn,

(2.2.28)

Aij = d1δij , Bij = d2δij , αij = αδij , Cij = d3δij , Dij = dδij , (2.2.29)

βij = βδij , aij = d4δij , bij = d5δij , cij = d6δij , Irs = Iδrs, (2.2.30)

unde δij este simbolul lui Kronecker. Utilizând relat, iile (2.2.18), simetriile Cijmn = Cmnij = Cjimn
implică µ1 = µ2 = µ, simetriile Gijmn = Gjimn implică g2 = g3, iar simetriile Aijkmnr = Amnrijk
implică a1 = a6, a2 = a9, a5 = a7 s, i a11 = a12.

Teorema 2.2.3 Ecuat, iile constitutive ale teoriei termoelasticităt, ii generalizate cu deformat, ie de ordin
fract, ionar pentru materiale dipolare izotrope cu dublă porozitate sunt

tpq = λε̃iiδpq + 2µε̃pq + g1δpqκnn + g2κpq + g2κqp + d1δpqφ+ d2δpqψ − αδpqθ, (2.2.31)

ηpq = g1ε̃iiδpq + 2g2ε̃pq + b1κiiδpq + b2κpq + b3κqp + d3δpqφ+ dδpqψ − βδpqθ, (2.2.32)

µpqr = a1(χiipδqr + χrnnδpq) + a2(χiiqδpr + χmrmδpq) + a3χiirδpq+

+ a4χpkkδqr + a5(χqkkδpr + χmpmδqr) + a8χiqiδpr + a10χpqr+

+ a11(χrpq + χqrp) + a13χprq + a14χqpr + a15χrqp,

(2.2.33)

ξ = −(d1ε̃ii + d3κii + α1φ+ α3ψ − γ1θ), (2.2.34)

ζ = −(d2ε̃ii + dκii + α2ψ + α3φ− γ2θ), (2.2.35)
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σi = d4φ,i + d5ψ,i, (2.2.36)

τi = d5φ,i + d6ψ,i, (2.2.37)

ρ0η = αε̃ii + βκii + γ1φ+ γ2ψ + aθ. (2.2.38)

Înlocuim formulele de mai sus în ecuat, iile (2.2.1) s, i (2.2.2) pentru a obt, ine următoarele ecuat, ii în
funct, ie de u, ϕ, φ, ψ s, i θ în cazul izotrop.

Lema 2.2.2 Ecuat, iile satisfăcute deu, ϕ, φ, ψ s, i θ în cazul termoelasticităt, ii generalizate cu deformat, ie
de ordin fract, ionar pentru materiale dipolare izotrope cu dublă porozitate sunt

(µ+ 2g2 + b2)uq,pp + (λ+ µ+ 2g1 + 2g2 + b1 + b3)up,qp+

+ (µ+ g2)τ
γDγ

t uq,pp + (λ+ µ+ g1 + g2)τ
γDγ

t up,qp − (g1 + b1)ϕpp,q−
− (g2 + b2)ϕpq,p − (g2 + b3)ϕqp,p + (d1 + d3)φ,q + (d2 + d)ψ,q−
− (α+ β)θ,q + ρ0Fq = ρ0üq,

(2.2.39)

a1ϕip,ipδqr + a1ϕnn,rq + a2ϕiq,ir + a2ϕrm,mq + a3ϕir,iq + a4ϕkk,ppδqr+

+ a5ϕkk,qr + a5ϕpm,mpδqr + a8ϕqi,ir + a10ϕqr,pp + a11ϕpq,rp+

+ a11ϕrp,qp + a13ϕrq,pp + a14ϕpr,qp + a15ϕqp,rp+

+ g1(1 + τγDγ
t )ui,iδqr + g2(1 + τγDγ

t )(uq,r + ur,q)+

+ b1(ui,i − ϕii)δqr + b2(ur,q − ϕqr) + b3(uq,r − ϕrq) + d3δqrφ+

+ dδqrψ − βδqrθ + ρ0Mqr = Iϕ̈qr,

(2.2.40)

d4φ,ii + d5ψ,ii − (d1 + d3)ui,i − d1τ
γDγ

t ui,i + d3ϕii − α1φ− α3ψ+

+ γ1θ + ρ0G = κ1φ̈,
(2.2.41)

d5φ,ii + d6ψ,ii − (d2 + d)ui,i − d2τ
γDγ

t ui,i + dϕii − α2ψ − α3φ+

+ γ2θ + ρ0L = κ2ψ̈.
(2.2.42)

În continuare, simplificăm modelul matematic prin considerarea acestor ecuat, ii în condit, iile de de-
formare plană, la fel ca în [112]. În acest caz, au loc [112], u3 = u′3′ = 0 s, i ∂

∂x3
= ∂

∂x′
3′

= 0, ceea ce
conduce la ε3j = εi3 = 0, ϕ3j = ϕi3 = 0, κ3j = κi3 = 0, χ3ij = χk3j = χki3 = 0, ti3 = t3i = 0
pentru i = 1, 2, în timp ce t33 ̸= 0, ηi3 = η3j = 0 pentru i, j = 1, 2, iar η33 ̸= 0, µk3j = µki3 = 0
pentru i, j, k = 1, 2, iar µk33 ̸= 0 pentru k = 1, 3. În general [112], doar s, ase variabile independente
sunt diferite de zero : u1, u2, ϕ11, ϕ22, ϕ12 s, i ϕ21. Considerăm că Fq = 0,Mqr = 0,G = 0 s, i L = 0.

În continuare considerăm problema deformării plane (biaxiale) a unei probe dreptunghiulare după
modelul din [112] pentru τ = 0 s, i pentru starea de echilibru din elasticitatea dipolară izotropă cu
dublă porozitate.

Teorema 2.2.4 (Solut, ia exactă în cazul izotrop) În cazul stat, ionar al elasticităt, ii dipolare izotrope cu
dublă porozitate s, i în condit, ii de deformare plană, solut, ia exactă este

u1 =
1

∆
(b2 + b3)

2(−2α3d1d2 + α1d
2
2 + α2

3λ+ α2(d
2
1 − α1λ))t̃2x1, (2.2.43)

u2 = − 1

∆
(b2 + b3)(−2α3(b2 + b3)d1d2 + α1(b2 + b3)d

2
2+

+ α2
3(−4g22 + (b2 + b3)(λ+ 2µ))+

+ α2(4α1g
2
2 + (d21 − α1(λ+ 2µ))(b2 + b3)t̃2x2,

(2.2.44)
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ϕ11 =
1

∆
(b2 + b3)(b2 + b3 + 2g2)(−2α3d1d2 + α1d

2
2 + α2

3λ+ α2(d
2
1 − α1λ))t̃2, (2.2.45)

ϕ22 = − 1

∆
(b2 + b3 + 2g2)(−2α3(b2 + b3)d1d2 + α1(b2 + b3)d

2
2+

+ α2
3(−4g22 + (b2 + b3)(λ+ 2µ))+

+ α2(4α1g
2
2 + (d21 − α1(λ+ 2µ))(b2 + b3)))t̃2,

(2.2.46)

φ =
1

2∆1
(b2 + b3)(α2d1 − α3d2)t̃2, (2.2.47)

ψ = − 1

2∆1
(b2 + b3)(α3d1 − α1d2)t̃2, (2.2.48)

unde
∆1 = −2α3(b2 + b3)d1d2 + α1(b2 + b3)d

2
2+

+ α2
3(−2g22 + (b2 + b3)(λ+ µ))+

+ α2(2α1g
2
2 + b2(d

2
1 − α1(λ+ µ)) + b3(d

2
1 − α1(λ+ µ))),

(2.2.49)

∆ = 4(2g22 − (b2 + b3)µ)∆1. (2.2.50)

2.3 Simulări numerice pentru medii termoelastice dipolare cu dublă poro-
zitate

În această sect, iune studiem din punct de vedere numeric solut, ia sistemului de ecuat, ii cu derivate
part, iale asociate teoriei termoelasticităt, ii dipolare cu dublă porozitate în cazul izotrop. Scriem for-
mularea variat, ională s, i introducem aproximări discrete utilizând metoda elementului finit pentru a
aproxima domeniul s, i schema lui Euler implicită pentru a discretiza derivatele de ordinul întâi în ra-
port cu timpul. Cu ajutorul acestor algoritmi, realizăm simulări numerice pentru a arăta comportarea
solut, iei. În acest sens, utilizăm programul specializat FreeFem++. Rezultatele din această sect, iune
sunt cuprinse în lucrarea [24].

2.3.1 Modelul matematic care se discretizează cu ajutorul metodei elementului finit

Vom studia comportamentul unui corp care se supune următoarelor ecuat, ii de mis, care pentru vec-
torul deplasare, tensorul de microdeformat, ii, presiunea din pori, presiunea din fisuri s, i temperatura

(tji + ηji),j + ρ0Fi = ρ0üi,

µijk,i + ηjk + ρ0Mjk = Iksϕ̈js,

σi,i + ξ + ρ0G = κ1φ̈,

τi,i + ζ + ρ0L = κ2ψ̈,

ρ0T0η̇ = qi,i + ρ0Q

(2.3.1)
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în Ω× (0,∞). Mai jos sunt ecuat, iile constitutive în forma izotropă [26]

tpq = λεiiδpq + 2µεpq + g1δpqκnn + g2κpq + g2κqp + d1δpqφ+ d2δpqψ − αδpqθ,

ηpq = g1εiiδpq + 2g2εpq + b1κiiδpq + b2κpq + b3κqp + d3δpqφ+ dδpqψ − βδpqθ,

µpqr = a1(χiipδqr + χrnnδpq) + a2(χiiqδpr + χmrmδpq)+

+ a3χiirδpq + a4χpkkδqr + a5(χqkkδpr + χmpmδqr) + a8χiqiδpr+

+ a10χpqr + a11(χrpq + χqrp) + a13χprq + a14χqpr + a15χrqp,

ξ = −(d1εii + d3κii + α1φ+ α3ψ − γ1θ),

ζ = −(d2εii + dκii + α2ψ + α3φ− γ2θ),

σi = d4φ,i + d5ψ,i,

τi = d5φ,i + d6ψ,i,

ρ0η = αεii + βκii + γ1φ+ γ2ψ + aθ.

(2.3.2)

În expresiile de mai sus, am utilizat următoarele relat, ii geometrice

2εij(u) = ui,j + uj,i,

κij(u,ϕ) = uj,i − ϕij ,

χijk(ϕ) = ϕjk,i.

(2.3.3)

Variabilele independente din sistemul de ecuat, ii cu derivate part, iale satisfac următoarele condit, ii
init, iale

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x),

ϕij(x, 0) = ϕ0ij(x), ϕ̇ij(x, 0) = ϕ1ij(x),

φ(x, 0) = φ0(x), φ̇(x, 0) = φ1(x),

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψ̇(x, 0) = ψ1(x),

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ Ω

(2.3.4)

s, i condit, ii la limită
ui(x, t) = 0, ϕij(x, t) = 0, φ(x, t) = 0,

ψ(x, t) = 0, θ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),
(2.3.5)

unde u0i , u1i , ϕ0ij , ϕ1ij , φ0, φ1, ψ0, ψ1, θ0 sunt funct, ii date.

2.3.2 Formulare variat, ională

Pentru a realiza simulări numerice, este necesară formularea variat, ională corespunzătoare sistemu-
lui de ecuat, ii cu derivate part, iale. Aceasta se obt, ine prin înmult, irea ecuat, iilor cu funct, ii test adecvate,
prin integrarea pe Ω s, i prin utilizarea teoremei divergent,ei. Vom studia întregul sistem, această abor-
dare fiind necesară în FreeFem++ pentru a impune condit, iile la limită adecvate. Spat, iile pentru solut, ie
s, i pentru funct, iile test vor fi specificate în cele ce urmează.

Vom scrie formularea variat, ională pentru ui corespunzătoare sistemului de ecuat, ii (2.3.1)1∫
Ω
ρ0üpzpdV +

∫
Ω
{(λ+ g1)ui,izp,p + (µ+ g2)(up,q + uq,p)zq,p+

+ (g1 + b1)ui,izp,p + (g2 + b2)uq,pzq,p + (g2 + b3)up,qzq,p} dV =

=

∫
Ω
ρ0FpzpdV +

∫
∂Ω

(tpq + ηpq)zqnpdA+

∫
Ω
{(g1 + b1)ϕiizp,p+

+ (g2 + b2)ϕpqzq,p + (g2 + b3)ϕqpzq,p − (d1 + d3)φzp,p−
−(d2 + d)ψzp,p + (α+ β)θzp,p} dV.

(2.3.6)
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În formularea de mai sus, z(x) este o funct, ie suficient de netedă s, i satisface condit, ii la limită omo-
gene.

Luând în considerare rezultatele de existent,ă s, i unicitate, alegem condit, ii la limită nule pentru ui.
Astfel, nu avem deplasare la frontieră, este fixată. Dacă în loc de condit, ii la limită Dirichlet omo-
gene alegem condit, ii la limită Neumann neomogene, atunci înseamnă că este aplicată o fort,ă de
suprafat,ă externă. La fel ca în [50], alegem spat, iul [H2

0 (Ω)]
3 pentru funct, ia test s, i definim Qu =

L2
(
0, T ; [H2

0 (Ω)]
3
)
.

În continuare, scriem formularea variat, ională pentru ϕij , cu funct, ia testφ(x) suficient de netedă∫
Ω
Iϕ̈qrφqrdV +

∫
Ω
(a1ϕip,iφqq,p + a1ϕnn,rφpr,p + a2ϕiq,iφqp,p+

+ a2ϕrm,mφpr,p + a3ϕir,iφpr,p + a4ϕkk,pφqq,p + a5ϕkk,qφqp,p+

+ a5ϕpm,mφqq,p + a8ϕqi,iφqp,p + a10ϕqr,pφqr,p + a11ϕpq,rφqr,p+

+a11ϕrp,qφqr,p + a13ϕrq,pφqr,p + a14φqr,pϕpr,q + a15φqr,pϕqp,r) dV+

+

∫
Ω
(b1ϕiiφqq + b2ϕqrφqr + b3ϕrqφqr) dV =

=

∫
∂Ω
µpqrφqrnpdA+

∫
Ω
[g1ui,iφqq + g2(uq,r + ur,q)φqr + b1ui,iφqq+

+b2ur,qφqr + b3uq,rφqr + d3φφqq + dψφqq − βθφqq] dV +

∫
Ω
ρ0MqrφqrdV.

(2.3.7)

Alegem spat, iul [H2
0 (Ω)]

3×3 pentru funct, ia test s, i definimQϕ = L2
(
0, T ; [H2

0 (Ω)]
3×3
)
.

În continuare, considerăm formularea variat, ională pentru câmpurile care descriu modificarea porozităt, ii
din ecuat, iile (2.3.1)3 s, i (2.3.1)4, la fel ca în [74]. În acest sens, definim următoarele produse scalare

a(φ,w) =

∫
Ω
(d4φ,iw,i + α1φw) dV,

b(ψ, ω) =

∫
Ω
(d6ψ,iω,i + α2ψω) dV.

(2.3.8)

În expresiile de mai sus, funct, iile w(x) s, i ω(x) sunt suficient de netede.

La fel ca în [74], notăm cu spat, iul Hilbert Hφ(Ω) închiderea mult, imii de funct, ii w ∈ C1(Ω) în norma
generată de produsul scalar a(φ,w) din (2.3.8)1. În mod similar, notăm cu spat, iul Hilbert Hψ(Ω) în-
chiderea mult, imi de funct, ii ω ∈ C1(Ω) în norma generată de produsul scalar b(ψ, ω) din (2.3.8)2.

La fel ca în [74], reamintim că pentru X un spat, iu Banach cu norma || · ||X , spat, iul L2(0, T ;X)

este spat, iul de funct, ii definit pe [0, T ] cu valori în X care satisfac condit, ia
(∫ T

0 ||f(t)||2Xdt
) 1

2
=

||f ||L2(0,T ;X) <∞. Definim spat, iile de funct, iiQφ = L2 (0, T ;Hφ(Ω)) s, iQψ = L2 (0, T ;Hψ(Ω)).

Scriem formularea variat, ională pentru φ∫
Ω
κ1φ̈wdV −

∫
∂Ω
σiwnidA+

∫
Ω
(d4φ,iw,i + d5ψ,iw,i) dV+

+

∫
Ω
(d1εiiw + d3κiiw + α1φw + α3ψw − γ1θw) dV −

∫
Ω
ρ0GwdV = 0.

(2.3.9)

Scriem formularea variat, ională pentru ψ∫
Ω
κ2ψ̈ωdV −

∫
∂Ω
τiωnidA+

∫
Ω
(d5φ,iω,i + d6ψ,iω,i) dV+

+

∫
Ω
(d2εiiω + dκiiω + α2ψω + α3φω − γ2θω) dV −

∫
Ω
ρ0LωdV = 0.

(2.3.10)
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Scriem formularea variat, ională pentru θ cu χ(x) o funct, ie suficient de netedă∫
Ω

[
(α+ β)u̇i,iT0χ− βϕ̇iiT0χ+ γ1φ̇T0χ+ γ2ψ̇T0χ+ aθ̇T0χ

]
dV =

=

∫
∂Ω
qiχnidA−

∫
Ω
kθ,iχ,idV +

∫
Ω
ρ0SχdV.

(2.3.11)

La fel ca în [50], alegem spat, iulH1
0 (Ω) pentru funct, ia test s, i definimQθ = L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

Luând în considerare rezultatele de mai sus, funct, iile u ∈ Qu, ϕ ∈ Qϕ, φ ∈ Qφ, ψ ∈ Qψ , θ ∈ Qθ
sunt solut, iile slabe ale problemei dinamice a termoelasticităt, ii dipolare cu porozitate dublă în cazul
izotrop dacă au loc condit, iile init, iale (2.3.4) s, i ecuat, iile (2.3.6), (2.3.7), (2.3.9), (2.3.10) s, i (2.3.11) sunt
satisfăcute oricare ar fi t ∈ [0, T ] s, i oricare ar fi z ∈ [H2

0 (Ω)]
3, φ ∈ [H2

0 (Ω)]
3×3, φ ∈ Hφ(Ω), ψ ∈

Hψ(Ω) s, i χ ∈ H1
0 (Ω).

În continuare, vom studia problema plană. Vom considera condit, iile din [112]. Mai precis, Ω este o
regiune plană din R2 s, i x = (x1, x2). În plus, u = (u1, u2), uj = uj(x1, x2) pentru j = 1, 2,
ϕ = (ϕ11, ϕ22, ϕ12, ϕ21), ϕij = ϕij(x1, x2) pentru i, j = 1, 2, φ = φ(x1, x2), ψ = ψ(x1, x2) s, i
θ = θ(x1, x2).

De exemplu, formularea variat, ională pentru φ devine în condit, iile de deformare plană∫
Ω
κ1φ̈wdV +

∫
Ω
(d4φ,1w,1 + d4φ,2w,2 + d5ψ,1w,1 + d5ψ,2w,2) dV−

−
∫
∂Ω
σiwnidA+

∫
Ω
[u1,1w(d1 + d3) + u2,2w(d1 + d3)− d3ϕ11w−

−d3ϕ22w + α1φw + α3ψw − γ1θw] dV −
∫
Ω
ρ0GwdV = 0.

(2.3.12)

În plus, formularea variat, ională pentru ψ devine în condit, iile de deformare plană∫
Ω
κ2ψ̈ωdV +

∫
Ω
(d5φ,1ω,1 + d5φ,2ω,2 + d6ψ,1ω,1 + d6ψ,2ω,2) dV−

−
∫
∂Ω
τiωnidA+

∫
Ω
[u1,1ω(d2 + d) + u2,2ω(d2 + d)− dϕ11ω−

−dϕ22ω + α2ψω + α3φω − γ2θω] dV −
∫
Ω
ρ0LωdV = 0.

(2.3.13)

Formularea variat, ională pentru θ devine în condit, iile de deformare plană∫
Ω

[
(α+ β)(u̇1,1 + u̇2,2)T0χ− β(ϕ̇11 + ϕ̇22)T0χ+ γ1φ̇T0χ+ γ2ψ̇T0χ+

+aθ̇T0χ
]
dV =

∫
∂Ω
qiχnidA−

∫
Ω
(kθ,1χ,1 + kθ,2χ,2) dV +

∫
Ω
ρ0SχdV.

(2.3.14)

Funct, iile test s, i solut, iile slabe sunt alese în spat, ii de funct, ii adecvate, pe baza alegerilor corespunză-
toare cazului tridimensional.

2.3.3 Simulări numerice

În Tabelul 2.3, rezumăm pas, ii principali care sunt necesari pentru a calcula o solut, ie numerică a pro-
blemei la limită cu date init, iale pentru termoelasticitatea dipolară cu dublă porozitate în cazul izotrop.
Pornim de la discretizarea formulării variat, ionale a sistemului de ecuat, ii cu derivate part, iale cores-
punzător în condit, ii de deformare plană, care a fost dedusă în sect, iunea anterioară. Pentru simulările
numerice utilizăm programul specializat pentru metoda elementului finit FreeFem++ 3.54.

Alegem o triangulare adecvată pentru a discretiza domeniul plan. Utilizăm spat, iul P1 de elemente
finite continue s, i liniare pe port, iuni, unde gradele de libertate sunt valorile în noduri. O descriere de-
taliată a spat, iilor de elemente finite adecvate pentru modelul elasticităt, ii dipolare este dată în [112].
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Tabelul 2.3 – Pas, i în implementarea din FreeFem++

1. Definim frontiera domeniului prin utilizarea cuvântului cheie border.
2. Discretizăm domeniul prin utilizarea cuvântului cheie mesh.
3. Alegem spat, ii de elemente finite adecvate prin utilizarea cuvântului cheie fespace.
4. Definim constantele.
5. Alegem condit, ii init, iale adecvate.
6. Scriem formularea variat, ională pentru vectorul deplasare,
tensorul de microdeformat, ie, presiunea din pori, presiunea din fisuri
s, i temperatura prin utilizarea cuvântului cheie problem.
7. Scriem un ciclu for pentru a actualiza valorile câmpurile fizice implicate
la fiecare moment de timp s, i trasăm graficul solut, iei.

Valorile pentru coeficient, ii elastici sunt luat, i din [26] s, i [112]. Utilizăm variabile adimensionale pentru
simulările numerice.

Alegem condit, ia init, ială u1(0, x, y) = − x
100 , pentru (x, y) ∈ Ω. Celelalte condit, ii init, iale sunt nule.

Schema Euler implicită este utilizată pentru discretizarea derivatei în raport cu timpul, la fel ca în [50].
Vom utiliza formularea variat, ională a problemei în funct, ie de vectorul viteză u̇, viteza tensorului de
microdeformat, ie ϕ̇, viteza porozităt, ii din pori φ̇, viteza porozităt, ii din fisuri ψ̇ s, i temperatura θ. Prin
urmare, câmpurile deplasare, microdeformat, ie s, i porozitate sunt recuperate din relat, iile

u(t) =

∫ t

0
u̇(s)ds+ u0, ϕ(t) =

∫ t

0
ϕ̇(s)ds+ ϕ0,

φ(t) =

∫ t

0
φ̇(s)ds+ φ0, ψ(t) =

∫ t

0
ψ̇(s)ds+ ψ0.

(2.3.15)

Pentru discretizarea în timp, vom considera o partit, ie uniformă a intervalului de timp [0, T ] cu lungi-
mea pasului dt = T

N s, i nodurile tn = tn−1 + dt pentru n = 1, . . . , N astfel încât 0 = t0 < t1 < · · · <
tN = T .

În Graficul 2.1 se înfăt, is, ează temperatura.

Figura 2.1 – Temperatura θ

În Graficul 2.2 se trasează deplasarea u1 pentru valori diferite ale parametrilor dipolari. Mai precis,
pentru al doilea grafic se înmult,esc valorile corespunzătoare primei imagini din Graficul 2.2 cu 10 s, i
se observă că rigiditatea corpului cres, te prin cres, terea lungimii de scală interne. Această proprietate
a fost observată s, i în [112].

În continuare vom considera un domeniu dreptunghiular cu un orificiu circular în mijloc s, i vom înfăt, is, a
discretizarea domeniului în Graficul 2.3 s, i vom trasa deplasarea u1 în Graficul 2.4.
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Figura 2.2 – Deplasarea u1 pentru valori diferite ale parametrilor dipolari la aceeas, i iterat, ie

Figura 2.3 – Discretizarea domeniului dreptunghiular cu un orificiu circular

Figura 2.4 – Deplasarea u1

2.3.4 Discut, ie s, i concluzii

Potrivit sursei [78], abordările bazate pe mecanica mediilor continue generalizate sunt necesare astăzi,
întrucât multe materiale inovative din inginerie sunt caracterizate de o microstructură internă.

Am tratat formularea variat, ională pentru sistemul de ecuat, ii cu derivate part, iale care caracterizează
problema dinamică a termoelasticităt, ii dipolare cu dublă porozitate în cazul izotrop. Am discretizat
prin aplicarea metodei elementului finit pentru variabila spat, ială s, i aplicarea schemei Euler implicită
pentru derivata în raport cu timpul. Pentru a calcula o solut, ie numerică, am scris un program în Free-
Fem++.

Am tratat cazul deformării plane. În primul rând, am studiat un domeniu dreptunghiular s, i am trasat
graficul deplasării pentru diferite valori ale lungimii de scală internă. Am trasat s, i graficul temperaturii.
În al doilea rând, am considerat un orificiu circular în centrul domeniului s, i am trasat grafic deplasarea.

Putem concluziona că mecanica mediilor continue generalizate este un domeniu al matematicii apli-
cate în care se studiază sisteme de ecuat, ii cu derivate part, iale care pot fi discretizate cu ajutorul
metodei elementului finit. Această tehnică conduce la algoritmi numerici variat, i, care depind de tipul
de ecuat, ii cu derivate part, iale implicate (fie parabolice sau hiperbolice).



Capitolul 3

Medii termoelastice dipolare cu
microtemperaturi

3.1 O extindere a rezultatelor lui Dafermos pentru corpuri cu structură di-
polară

În acest capitol studiem modelul termoelasticităt, ii dipolare cu microtemperaturi. Neglijăm efectele de
microrotat, ie s, i considerăm doar deplasarea, temperatura s, i microtemperaturile, acestea din urmă
fiind motivate de structura internă a mediului. Pentru problema la limită cu date init, iale mixtă co-
respunzătoare obt, inem rezultate de unicitate. Unul dintre rezultate este dedus prin generalizarea
abordării lui Dafermos din [42]. Demonstrăm existent,a s, i unicitatea solut, iei cu energie finită s, i de-
ducem o estimare prin care se poate arăta stabilitatea solut, iei problemei mixte [90]. Rezultatele din
această sect, iune au fost publicate în [89].

3.1.1 Preliminarii

Considerăm un material omogen s, i anizotrop. Acesta este un corp elastic dipolar cu microtemperaturi
s, i la momentul de timp t = 0 ocupă o regiune regulată B a spat, iului euclidian R3. Vom nota cu ∂B
frontiera domeniului B s, i cu B̄ închiderea domeniului B, B̄ = B ∪ ∂B, unde ∂B este presupusă o
suprafat,ă netedă pe port, iuni.

Ecuat, ii

În continuare studiem un corp solid a cărui mis, care este descrisă utilizând componentele ui ale vec-
torului deplasare s, i componentele φij ale tensorului deplasare dipolară.

Putem utiliza procedeul propus de Green s, i Rivlin s, i să considerăm o mis, care suplimentară care di-
feră de mis, carea init, ială a corpului rigid prin suprapunerea unei rotat, ii de viteză unghiulară uniformă
(adică printr-o mis, care rigidă). Subliniem că prin suprapunerea unei astfel de mis, cări rigide, toate ca-
racteristicile corpului corespunzătoare mis, cării init, iale rămân neschimbate. În acest mod, obt, inem
următoarele relat, ii geometrice, care exprimă tensorii de deformat, ie εij , γij s, i χijk ca funct, ii de varia-
bilele de mis, care

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) , γij = uj,i − φij , χijk = φjk,i. (3.1.1)

Vom scrie ecuat, iile de mis, care în forma

(τij + ηij),j + ϱFi = ϱüi,

µijk,i + ηjk + ϱGjk = Ijsφ̈ks. (3.1.2)

38
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În contextul corpurilor cu structură dipolară, ecuat, ia energiei este

ϱε̇ = (τij + ηij) ε̇ij + ηij γ̇ij + µijkχ̇ijk + qi,i + ϱr, (3.1.3)

s, i ecuat, ia primului moment al energiei este

ϱε̇i = µjkiε̇jk + qji,j + qi −Hi + ϱRi. (3.1.4)

În ecuat, iile (3.1.2) - (3.1.4) am utilizat notat, iile din Tabelul 3.1.

Tabelul 3.1 – Interpretare fizică

ϱ densitatea de masă de referint,ă
Fi fort,a masică
Gjk fort,a masică dipolară
ε densitatea energiei interne
εi primul moment al energiei
qi componentele vectorului flux de căldură
r sursa de căldură
qij componentele tensorului primul moment al fluxului de căldură
Hi componentele vectorului flux de căldură mediu
Ri componentele vectorului primul moment al sursei de căldură

Vom nota densitatea entropiei cu η, temperatura absolută cu T s, i componentele vectorului de micro-
temperaturi cu Ti. Atunci principiul entropiei va avea următoarea formă locală (de exemplu, în [55]) :

ϱη̇ −
(
1

T
qi +

1

T
qijTj

)
,i

− 1

T
ϱ (r +RiTi) ≥ 0. (3.1.5)

Relat, ii constitutive

În continuare, vom exprima energia liberă Ψ sub forma unei relat, ii între densitatea energiei interne ε,
primul moment al vectorului energie de componente εi s, i densitatea entropiei η :

Ψ = ε+ Tiεi − Tη. (3.1.6)

Vom nota cu T0 temperatura absolută în configurat, ia de referint,ă, care este o constantă dată s, i vom
defini temperatura relativă θ prin

θ = T − T0. (3.1.7)

Vom presupune că mediul dipolar este fără tensiuni în configurat, ia de referint,ă s, i că are fort,e masice
nule s, i cuplu masic zero. În plus, ne vom limita la teoria liniară s, i prin urmare vom presupune că den-
sitatea energiei poate fi scrisă ca o formă pătratică în raport cu variabilele sale independente. Prin
urmare, se poate utiliza principiul conservării energiei pentru a exprima energia liberă în următoarea
formă

Ψ =
1

2
Aijmnεijεmn +Gijmnεijγmn + Fijmnrεijχmnr +

+
1

2
Bijmnγijγmn +Dijmnrγijχmnr +

1

2
Cijkmnrχijkχmnr − (3.1.8)

−aijεijθ − bijγijθ − cijkχijkθ −
1

2
aθ2 − 1

2
αijTiTj .

În plus, vom utiliza inegalitatea entropiei în forma

kijθ,iθ,j + (Kij + T0Kij) θ,iTi + T0MijTiTj + T0gijklTj,iTl,k ≥ 0. (3.1.9)
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În consecint,ă, vom obt, ine măsuri ale tensiunii ca funct, ii de măsuri ale deformării, adică ecuat, iile
constitutive, care au următoarele expresii

τij = Aijmnεmn +Gmnijγmn + Fmnrijχmnr − aijθ,

ηij = Gijmnεmn +Bijmnγmn +Dijmnrχmnr − bijθ,

µijk=Fijkmnεmn+Dmnijkγmn+Cijkmnrχmnr − cijkθ,

ϱη = aijεij + bijγij + cijkχijk + aθ, (3.1.10)
ϱεi = −αijTj ,
qi = kijθ,j +KijTj ,

Hi = (kij −Kij) θ,j + (Kij −Mij)Tj ,

qij = −gijklTl,k.

Coeficient, ii constitutivi au următoarele proprietăt, i de simetrie

Aijmn = Ajimn = Amnij , Gijmn = Gjimn,

Fijmnr = Fjimnr, aij = aji, αij = αji. (3.1.11)

În cazul liniar, ecuat, ia energiei (3.1.3) devine

ϱT0η̇ = qi,i + ϱr, (3.1.12)

s, i ecuat, ia primului moment al energiei (3.1.4) devine

ϱε̇i = qji,j + qi −Hi + ϱRi. (3.1.13)

Tract, iunile superficiale, care se notează cu ti,mjk, q s, iΛi, sunt asociate cu vectorul deplasare de com-
ponente ui, tensorul deplasare dipolară de componenteφjk, fluxul de căldură qi s, i cu primul moment
al fluxului qij s, i sunt definite astfel

(τij + ηij)nj = ti, µijkni = mjk, qini = q, qijnj = Λi.

Mai sus, n = (ni) este versorul normalei exterioare la suprafat,a ∂B.
Vom adăuga la ecuat, iile de bază de mai sus, condit, ii la limită în următoarea formă generală (neomo-
genă)

ui(x, t) = ũi(x, t), (x, t) ∈ ∂B1 × [0, t0), ti(x, t) = t̃i(x, t), (x, t) ∈ ∂Bc
1 × [0, t0),

φij(x, t)= φ̃ij(x, t), (x, t) ∈∂B2×[0, t0), mij(x, t)=m̃ij(x, t), (x, t) ∈∂Bc
2×[0, t0),

θ(x, t) = θ̃(x, t), (x, t) ∈ ∂B3 × [0, t0), q(x, t) = q̃(x, t), (x, t) ∈ ∂Bc
3 × [0, t0), (3.1.14)

Ti(x, t) = T̃i(x, t), (x, t) ∈ ∂B4 × [0, t0), Λi(x, t) = Λ̃i(x, t), (x, t) ∈ ∂Bc
4 × [0, t0).

Mai sus, suprafet,ele∂B1,∂B2,∂B3 s, i∂B4, cu complementele lor∂Bc
1,∂Bc

2,∂Bc
3 s, i∂Bc

4, sunt submult, imi
ale suprafet,ei ∂B s, i au următoarele proprietăt, i

∂B1 ∪ ∂Bc
1 = ∂B2 ∪ ∂Bc

2 = ∂B3 ∪ ∂Bc
3 = ∂B4 ∪ ∂Bc

4 = ∂B,

∂B1 ∩ ∂Bc
1 = ∂B2 ∩ ∂Bc

2 = ∂B3 ∩ ∂Bc
3 = ∂B4 ∩ ∂Bc

4 = ∅.

În plus, în ecuat, iile (3.1.14), ũi, t̃i, φ̃ij , m̃ij , θ̃i, q̃i, T̃i, Λ̃i sunt funct, ii date s, i regulate în fiecare punct al
domeniului lor de definit, ie. Problema mixtă va fi completă prin considerarea datelor init, iale, în forma
de mai jos

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = v0i (x), φij(x, 0) = φ0
ij(x),

φ̇ij(x, 0) = ϕ0ij(x), θ(x, 0) = θ0(x), Ti(x, 0) = T 0
i (x), x ∈ B̄, (3.1.15)

unde u0i , φ0
ij , v0i , ϕ0ij , θ0 s, i T 0

i sunt funct, ii date s, i regulate în B̄.
Vom nota cu P problema mixtă formată din ecuat, iile de mis, care (3.1.2), ecuat, iile energiei (3.1.12) s, i
(3.1.13), datele la limită (3.1.14) s, i datele init, iale (3.1.15).
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3.1.2 Rezultate de unicitate s, i existent, ă

Vom nota cu u o solut, ie a problemei, adică u = (ui, φij , θ, Ti).
Rezultatul de unicitate pentru solut, ia problemei mixte P va fi obt, inut cu ajutorul următoarei forme
pătratice, definite peB × (0, t0) prin

Ω(u) = 1

2
Aijmnεij(u)εmn(u) +Gijmnεij(u)γmn(u) +

+Fijmnrεij(u)χmnr(u) +
1

2
Bijmnγij(u)γmn(u) + (3.1.16)

+Dijmnrγij(u)χmnr(u) +
1

2
Cijkmnrχijk(u)χmnr(u),

oricare ar fi u ∈ B × (0, t0). Mai sus am utilizat notat, iile

εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i) , γij(u) = uj,i − φij , χijk(u) = φjk,i.

Un prim rezultat, inclus în următoarea teoremă, se referă la unicitatea solut, iei pentru problema notată
mai sus cu P .

Teorema 3.1.1. Vom presupune că au loc următoarele condit, ii

H1. ϱ, Iij s, i a sunt strict pozitive ;

H2. tensorul αij este un tensor pozitiv definit ;

H3. forma pătratică Ω(u) este pozitiv semi-definită.

Atunci problema mixtă P nu poate avea mai mult de o solut, ie.

În continuare vom obt, ine existent,a unei solut, ii cu energie finită pentru problemaP . O solut, ie cu ener-
gie finită este o solut, ie generalizată a problemeiP s, i va fi definită în cele ce urmează. Vom demonstra
s, i un rezultat de unicitate analog cu cel din Teorema 3.1.1, dar pentru o solut, ie cu energie finită. O
mult, ime ordonată (u,φ, θ, T), unde u = (ui),φ = (φij), T = (Ti), se numes, te proces admisibil în
cilindrul B̄ × [0, t0) dacă îndeplines, te următoarele condit, ii

1) u ∈ C2 (B × [0, t0)) ; u, u̇, ü, grad u, grad u̇ ∈ C
(
B̄ × [0, t0)

)
;

2)φ ∈ C2 (B × [0, t0)) ;φ, φ̇, φ̈, grad φ, grad φ̇ ∈ C
(
B̄ × [0, t0)

)
;

3) θ ∈ C2 (B × [0, t0)) ; θ̇, grad θ ∈ C
(
B̄ × [0, t0)

)
;

4) T ∈ C2 (B × [0, t0)) ; T, Ṫ, grad T ∈ C
(
B̄ × [0, t0)

)
.

În continuare vom considera problema mixtă P , dar în cazul particular în care condit, iile la limită sunt
omogene, adică

ui(x, t) = 0, φij(x, t) = 0, θ(x, t) = 0, Ti(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂B × [0, t0). (3.1.17)

Vom nota această problemă cu P0.
Să considerăm (u′,φ′, θ′, T′)un proces admisibil s, i o solut, ie a problemei omogeneP0, adică (u,φ, θ, T).



42

Vom utiliza următoarea identitate

ϱ

(
Fiu̇

′
i +Gijφ̇

′
ij +

1

T0
rθ′ −RiT

′
i

)
=

= ϱüiu̇
′
i + Ikjφ̈jrφ̇

′
kr + aθ̇θ′ + αij ṪiT

′
i −

−
[
(τij + ηij) u̇

′
j + µijkφ̇

′
jk +

1

T0
qiθ

′ − qijT
′
j

]
,i

+

+Aijmnεijε
′
mn +Gijmn

[
εijγ

′
mn + ε′ijγmn

]
+ (3.1.18)

+Fijmnr
[
εijχ

′
mnr + ε′ijχmnr

]
+Bijmnγijγ

′
mn +

+Dijmnr

[
γijχ

′
mnr + γ′ijχmnr

]
+ Cijkmnrχijkχ

′
mnr +

+aij
(
ε̇ijθ

′ − ε̇′ijθ
)
+ bij

(
γ̇ijθ

′ − γ̇′ijθ
)
+ cijk

(
χ̇ijkθ

′ − χ̇′
ijkθ

)
+

+
1

T0

[
kijθ,iθ

′
,j + (Kij + T0Kij) θ,iT

′
i + T0MijTiT

′
j + T0gijklTj,iT

′
l,k

]

care se obt, ine prin combinarea ecuat, iilor de mis, care (3.1.2) cu ecuat, iile constitutive (3.1.10) s, i ecuat, iile
energiei (3.1.12) s, i (3.1.13).
Să considerăm un spat, iu Hilbert H . Notat, ia Cm ([0, t0);H) va desemna mult, imea de funct, ii f cu
următoarele proprietăt, i : f : [0, t0) → H , f admite derivate în raport cu timpul în H până la ordinul
m s, i ultima derivată (cea de ordinulm) este o funct, ie continuă pe [0, t0).
Pentru termenii de încărcare vom utiliza notat, iile vectoriale F = (Fi),G = (Gij),R = (Ri) s, i u =
(ui),φ = (φij), T = (Ti), astfel încât putem utiliza notat, iile

C1
0 (B) =

{
f ∈ C1(B) : f = 0 pe ∂B

}
, C1

0(B) =
{

f ∈ C1(B) : f = 0 pe ∂B
}
,

C̃0(B) =
{
(F,G, r,R) : (F,G, r,R) ∈ C0(B)× C0(B)× C1(B)× C0(B)

}
,

C̃1(B) =
{
(u,φ, θ, T) : (u,φ, θ, T) ∈ C1

0(B)× C1
0(B)× C1

0 (B)× C0
0(B)

}
.

În plus, în cazul cilindrului Ω = B × (0, t0), avem

C(Ω) = C∞
(
[0, t0); C̃

1(B)
)
,

C0(Ω) = {(u,φ, θ, T) : (u,φ, θ, T) ∈ C(Ω), u = 0, φ = 0 pe B × {0}} .

Dacă (u,φ, θ, T) este o solut, ie pentruP0 s, i (ũ, φ̃, θ̃, T̃) este un element arbitrar din C0(Ω), atunci vom
scrie identitatea (3.1.18) utilizând substitut, ia

u′ = (t− t0) ũ,φ′ = (t− t0) φ̃, θ
′ = (t− t0) θ̃, T′ = (t− t0) T̃.

Atunci egalitatea obt, inută este integrată în cilindrul Ω s, i vom obt, ine relat, ia

E(β, α) +

∫ t0

0

∫
B
ϱ (t− t0)

(
Fi ˙̃ui +Gij ˙̃φij +

1

T0
rθ̃ −RiT̃i

)
dV dt =

= t0

∫
B

[
ϱv0i ˙̃ui + Ikjϕ

0
jr

˙̃φkr + aθ0θ̃ + αijT
0
i T̃j

]
|t=0dV + (3.1.19)

+t0

∫
B

[
aiju

0
i,j + bij

(
u0i,j − φ0

ij

)
+ cijkφ

0
jk,i

]
|t=0dV,
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oricare ar fi β = (u,φ, θ, T) s, i α = (ũ, φ̃, θ̃, T̃) ∈ C0(Ω).
Pentru simplificarea redactării, am utilizat mai sus notat, ia

E(β, α) =

∫ t0

0

∫
B

[
ϱu̇i ˙̃ui + Ikjφ̇jr ˙̃φkr + aθθ̃ + αijTiT̃j

]
dV dt+

+
1

T0

∫ t0

0

∫
B

∫ t

0

[
kijθ,iθ̃,j+(Kij+T0Kij) θ,iT̃i+T0MijTiT̃j+T0gijklTj,iT̃l,k

]
dtdV ds

+

∫ t0

0

∫
B
(t− t0)

[
ϱu̇i ˙̃ui + Ikjφ̇jr ˙̃φkr + aθθ̃ + αijTiT̃j

]
dV dt− (3.1.20)

−
∫ t0

0

∫
B
[Aijmnεij ε̃mn+Gijmn (εij γ̃mn+ε̃ijγmn)+Fijmnr (εijχ̃mnr+ε̃ijχmnr)+

+Bijmnγij γ̃mn+Dijmnr (γijχ̃mnr+γ̃ijχmnr)+Cijkmnrχijkχ̃mnr] dV dt

În plus, în (3.1.19)
(
u0i , v

0
i , φ

0
ij , ϕ

0
ij , θ

0, T 0
i

)
sunt datele init, iale din (3.1.15).

În cazul particular β = α, mai exact (u,φ, θ, T) = (ũ, φ̃, θ̃, T̃), obt, inem pentru E(α, α) următoarea
expresie

E(α, α) =

∫ t0

0

∫
B

1

2

[
ϱ ˙̃ui ˙̃ui + Ikj ˙̃φjr ˙̃φkr + aθ̃2 + αijT̃iT̃j

]
dV dt+

+

∫ t0

0

∫
B

1

2
[Aijmnε̃ij ε̃mn+2Gijmnε̃ij γ̃mn+2Fijmnrε̃ijχ̃mnr+

+Bijmnγ̃ij γ̃mn+2Dijmnrγ̃ijχ̃mnr+Cijkmnrχ̃ijkχ̃mnr] dV dt+ (3.1.21)

+
1

T0

∫ t0

0

∫
B

∫ t

0

[
kij θ̃,iθ̃,j+(Kij+T0Kij) θ̃,iT̃i+T0MijT̃iT̃j+T0gijklT̃j,iT̃l,k

]
dtdV ds

+
t0
2

∫
B

[
ϱ ˙̃ui ˙̃ui+Ikj ˙̃φjr ˙̃φkr+aθ̃

2+αijT̃iT̃j

]
|t=0 dV, ∀y=(ũ, φ̃, θ̃, T̃)∈C0(Ω).

Cu ajutorul acestei expresii pentruE(α, α) vom obt, ine inegalitatea

E(α, α) ≥ 1

2

∫ t0

0

∫
B

[
ϱ ˙̃ui ˙̃ui + Ikj ˙̃φjr ˙̃φkr + aθ̃2 + αijT̃iT̃j

]
dV dt+

+
1

2

∫ t0

0

∫
B
[Aijmnε̃ij ε̃mn+2Gijmnε̃ij γ̃mn+2Fijmnrε̃ijχ̃mnr+ (3.1.22)

+Bijmnγ̃ij γ̃mn+2Dijmnrγ̃ijχ̃mnr+Cijkmnrχ̃ijkχ̃mnr] dV dt+

+

∫ t0

0

∫
B

∫ t

0

[
1

T0
kij θ̃,iθ̃,j+

(
1

T0
Kij+Kij

)
θ̃,iT̃i+Mij T̃iT̃j+gijklT̃j,iT̃l,k

]
dtdV ds

oricare ar fi α = (ũ, φ̃, θ̃, T̃)∈C0(Ω).
Vom propune următorul produs scalar⟨

(u,φ, θ, T), (ũ, φ̃, θ̃, T̃)
⟩
=

=

∫ t0

0

∫
B

[
uiũi+φjkφ̃jk+θθ̃ + TiT̃i+ui,j ũi,j+φjk,iφ̃jk,i+u̇i ˙̃ui+φ̇jk ˙̃φjk

]
dV dt (3.1.23)

+

∫ t0

0

∫
B

∫ t

0

[
θ,iθ̃,i + TiT̃i + Tj,iT̃j,i

]
dtdV ds.

Vom nota cu ∥.∥ norma indusă de acest produs scalar. În plus, fie U(Ω) un spat, iu Hilbert înzestrat
cu această normă ∥.∥. Astfel, putem considera spat, iul U(Ω) ca fiind completatul spat, iului C0(Ω) în
raport cu norma ∥.∥.
În plus, prin utilizarea inegalităt, ii lui Korn, putem deduce că există o constantă reală pozitivă c1 astfel
încât

E(α, α) ≥ c1∥α∥2, ∀α = (ũ, φ̃, θ̃, T̃) ∈ U(Ω). (3.1.24)
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Datele init, iale ale problemei P ne sugerează să considerăm mult, imea

H0(B) =
{
(u, v,φ,ϕ, θ, T) : (u,φ, θ, T) ∈ C̃1(B), v,ϕ ∈ C1

0(B)
}
,

unde (u, v,φ,ϕ, θ, T) = (ui, vi, φij , ϕij , θ, Ti).
Pe mult, imeaH0(B) vom considera următoarea normă

∥(u, v,φ,ϕ, θ, T)∥20 =
1

2

∫
B

[
ϱvivi + Ikjϕjrϕkr + aθ2 + αijTiTj

]
dV +

+
1

2

∫
B
[Aijmnεijεmn + 2Gijmnεijγmn + 2Fijmnrεijχmnr+

+Bijmnγijγmn + 2Dijmnrγijχmnr + Cijkmnrχijkχmnr] dV.

Mai jos vom defini o solut, ie cu energie finită.

Definit, ia 3.1.1. O mult, ime ordonată (u,φ, θ, T) ∈ U(Ω) se numes, te solut, ie cu energie finită a proble-
mei P , corespunzătoare condit, iilor la limită nule (3.1.17), datelor init, iale δ=(u0, v0,φ0,ϕ0, θ0, T0)∈
H0(B) s, i încărcărilorγ=(F,G, r,R)∈L1

(
[0, t0); C̃

0(B)
)

, dacă îndeplines, te următoarele două condit, ii

- lim
t→0

u(t) = u0, lim
t→0

φ(t) = φ0, în spat, iul C0
(
B̄
)
;

-E(β, α) = F (γ, α) +G(δ, α), ∀α = (ũ, φ̃, θ̃, T̃) ∈ U(Ω),

undeE(β, α)este definit în (3.1.20) s, iF (γ, α),G(δ, α)au următoarele expresii conform relat, iei (3.1.19)

F (γ, α) = −
∫ t0

0

∫
B
ϱ (t− t0)

(
Fi ˙̃ui +Gij ˙̃φij +

1

T0
rθ̃ −RiT̃i

)
dV dt,

G(δ, α) = t0

∫
B

[
ϱv0i ˙̃ui + Ikjϕ

0
jr

˙̃φkr + aθ0θ̃ + αijT
0
i T̃j

]
|t=0dV + (3.1.25)

+t0

∫
B

[
aiju

0
i,j + bij

(
u0i,j − φ0

ij

)
+ cijkφ

0
jk,i

]
|t=0dV.

Următorul rezultat se referă la existent,a unei solut, ii cu energie finită pentru problema mixtă P .

Teorema 3.1.2. Vom presupune că sunt îndeplinite condit, iile standard H1-H3 s, i că sursele satisfac
γ=(F,G, r,R)∈L1

(
[0, t0); C̃

0(B)
)

. Dacă condit, iile init, iale sunt omogene, atunci problema P are cel
put, in o solut, ie cu energie finită, definită pe Ω.

Corolarul 3.1.1. Fie β o solut, ie cu energie finită a problemei mixte P , corespunzătoare unor condit, ii
init, iale omogene s, i încărcărilor γ. Atunci β satisface estimarea

∃c0 > 0, astfel încât ∥β∥ ≤ c0∥γ∥.

3.2 Un model pentru medii termoelastice cu microtemperaturi

În această sect, iune studiem o problemă la limită cu date init, iale mixtă pentru un material termoelas-
tic dipolar cu particule materiale care posedă microtemperaturi. Această problemă mixtă este trans-
formată într-o problemă Cauchy formată dintr-o ecuat, ie temporală de evolut, ie pe un anumit spat, iu
Hilbert. Existent,a s, i unicitatea solut, iei problemei se obt, in cu ajutorul unor rezultate specifice teoriei
semigrupurilor de contract, ii [91]. Astfel se demonstrează s, i un rezultat de dependent,ă continuă de
datele init, iale s, i de încărcări. Rezultatele din această sect, iune sunt cuprinse în lucrarea [88].
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3.2.1 Notat, ii, ecuat, ii s, i condit, ii de bază

Considerăm un domeniu mărginit B al spat, iului euclidian tridimensional R3 care este ocupat de un
material elastic dipolar. Notăm cu B̄ închiderea lui B s, i cu ∂B frontiera domeniului B s, i presupunem
că ∂B este o suprafat,ă netedă pe port, iuni. Componentele versorului normalei exterioare la suprafat,a
∂B se notează cuni. Câmpurile vectoriale s, i tensorii se notează cu litere bold. Notat, iawi desemnează
componentele vectorului w. Derivata în raport cu timpul se reprezintă cu ajutorul unui punct deasupra
unei litere. Se utilizează convent, ia uzuală de diferent, iere : un indice precedat de o virgulă reprezintă
derivarea part, ială în raport cu variabila corespunzătoare. Se utilizează convent, ia de însumare pentru
indici care se repetă s, i indicii iau valorile întregi (1, 2, 3). Mis, carea corpului se raportează la un sistem
fix de axe cartezieneOxi, i = 1, 2, 3.

Pentru a caracteriza comportarea unui material termoelastic dipolar cu microtemperaturi, vom utiliza
variabilele (ui, φij , θ, Ti), unde ui sunt componentele vectorului deplasare, φij sunt componentele
tensorului de deplasare dipolară,Ti sunt componentele vectorului de microtemperaturi s, i θ este tem-
peratura măsurată de la temperatura absolută constantă T0 a corpului în configurat, ia de referint,ă.
Vom nota cuϑi microtemperaturile măsurate de la microtemperaturileT 0

i în configurat, ia de referint,ă,
s, i anume, ϑi = Ti − T 0

i .

Comportarea corpurilor termoelastice dipolare cu microtemperaturi poate fi caracterizată cu ajutorul
variabilelor ment, ionate mai sus ui, φij , θ, Ti s, i a variabilelor χ s, i τi, definite de

χ(x, t) =
∫ t

t0

θ(x, s)ds, τi(x, t) =
∫ t

t0

ϑi(x, s)ds, (3.2.1)

unde t0 este timpul de referint,ă. În aceste relat, ii, χ este deplasarea termică introdusă de Green s, i
Naghdi s, i τi sunt deplasările microtermice [82].

Definim tensorii de deformat, ie εij , γij s, i χijk cu ajutorul ecuat, iilor geometrice

εij =
1

2
(uj,i + ui,j) ,

γij = uj,i − φij , (3.2.2)
χijk = φjk,i.

Ecuat, iile constitutive pentru un corp dipolar omogen s, i anizotrop cu microtemperaturi sunt

τij = Aijmn εmn +Gijmnγmn + Fmnrijχmnr − αijχ̇+ dijmnτm,n,

ηij = Gijmn εmn +Bijmnγmn +Dijmnrχmnr − βijχ̇+ eijmnτm,n,

µijk = Fijkmn εmn +Dmnijkγmn + Cijkmnrχmnr − δijkχ̇+ fijkmnτm,n,

ϱη = αij εij + βijγij + δijkχijk + aχ̇+ lijτi,j , (3.2.3)
ϱηi = Aij τ̇j +Bijχ,j ,

Si = −Bij τ̇j +Kijχ,j ,

Λij = dijmnεmn + eijmnγmn + fijmnrχmnr − lijχ̇+ gijmnτm,n.

Ecuat, iile de mis, care pentru un material termoelastic dipolar cu microtemperaturi sunt (conform Ies, an
s, i Nappa [69])

(τij + ηij),j + ϱFi = ϱüi,

µijk,i + ηjk + ϱGjk = Ikrφ̈jr. (3.2.4)

Coeficient, ii Aijmn, Bijmn, ..., lji s, i gijmn sunt coeficient, i elastici caracteristici s, i satisfac următoarele
relat, ii de simetrie

Aijmn = Amnij , Bijmn = Bmnij , Cijkmnr = Cmnrijk, Bij = Bji,

Kij = Kji, αij = αji, dijmn = dmnij , eijmn = emnij , gijmn = gmnij . (3.2.5)
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Tabelul 3.2 – Notat, ii

Fi componentele fort,ei masice clasice
Gij elementele fort,ei masice dipolare
ϱ densitatea de masă constantă în configurat, ia de referint,ă
Iij = Iji coeficient, ii de microinert, ie
τij , ηij s, i µijk componentele tensorului de tensiune
η entropia specifică pe unitate de masă
ηi vectorul primul moment al entropiei
Si vectorul flux de entropie
Λij tensorul primul moment al fluxului de entropie

Să notăm cu ξi rata internă de producere a entropiei pe unitate de masă s, i prin Hi vectorul fluxului
de entropie mediu. S, tiind că vectorul fluxului de entropie are componentele Si, deducem din ecuat, ia
energiei că

ϱξi + Si −Hi = 0. (3.2.6)

Notăm cu r rata externă a sursei de entropie pe unitate de masă s, i cu Ri primul moment al ratei
externe pentru sursa de entropie. Datorită prezent,ei microtemperaturilor, obt, inem încă două ecuat, ii
ale energiei

ϱη̇ = Si,i + ϱr,

ϱη̇i = Λji,j + ϱRi. (3.2.7)

Dacă înlocuim ecuat, iile geometrice (3.2.2) s, i ecuat, iile constitutive (3.2.3) în ecuat, iile de mis, care (3.2.4)
s, i în ecuat, iile energiei (3.2.7), obt, inem următorul sistem de ecuat, ii cu derivate part, iale

[(Aijmn+Gijmn)um,n+(Gmnij+Bijmn) (un,m−φmn)+(Fmnrij+Dijmnr)φmn,r],j −
− (αij + βij) χ̇,j + (dijmn + eijmn) τm,nj + ϱFi =ϱüi,

[Fijkmnum,n +Dmnijk (un,m − φmn) + Cijkmnrφmn,r − δijkχ̇+ fijkmnτm,n],i +

+Gjkmnum,n+Bjkmn (un,m−φmn)+Djkmnrφmn,r−βjkχ̇+ejkmnτm,n+ϱGjk=Ikrφ̈jr, (3.2.8)
(Bij + lij) τ̇j,i −Kijχ,ij + αij u̇i,j + βij (u̇j,i − φ̇ij) + δijkφ̇jk,i + aχ̈ = ϱr,

dijmnum,nj + eijmn (un,mj − φmn,j) + fijmnrφmn,rj −
− (Bij + lij) χ̇,j + gijmnτm,nj −Aij τ̈j = −ϱRi.

Pentru acest sistem, funct, iile necunoscute sunt ui, φij , χ s, i τi.
Potrivit problemei Dirichlet asociate sistemului de ecuat, ii (3.2.8), vom considera condit, iile pe frontieră
în forma

ui(x, t) = ūi(x, t), φij(x, t) = φ̄ij(x, t),

χ(x, t) = χ̄(x, t), τi(x, t) = τ̄i(x, t), (x, t) ∈ ∂B × (0,∞), (3.2.9)

funct, iile ūi, φ̄ij , χ̄ s, i τ̄i fiind date.
Vom utiliza notat, iile ti,mjk, S s, i Λi pentru tract, iunile fort,elor de suprafat,ă, care corespund deplasă-
rilor ui, deplasării dipolare φjk, vectorului flux de entropie Si s, i tensorului primul moment al fluxului
de entropie Λij , s, i anume

(τij + ηij)nj = ti, µijkni = mjk, Sini = S, Λijnj = Λj .

Vom considera pentru sistemul de ecuat, ii (3.2.8) o problemă la limită în care condit, iile pe frontieră
(3.2.9) sunt

ti = t̄i, mjk = m̄jk, S = S̄, Λi = Λ̄i, pe ∂B × (0,∞). (3.2.10)
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În (3.2.10) funct, iile t̄i, m̄jk, S̄ s, i Λ̄i sunt date.

În cele ce urmează, vom asocia sistemului de ecuat, ii (3.2.8) doar condit, ii de tip Dirichlet s, i anume, de
forma (3.2.9).

Pentru a completa problema la limită cu date init, iale mixtă asociată sistemului (3.2.8), considerăm
următoarele condit, ii init, iale

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x), φij(x, 0) = φ0
ij(x),

φ̇ij(x, 0) = φ1
ij(x), χ(x, 0) = χ0(x), χ̇(x, 0) = χ1(x), (3.2.11)

τi(x, 0) = τ0i (x), τ̇i(x, 0) = τ1i (x), ∀x ∈ B,

unde funct, iile u0i , u1i , φ0
ij , φ1

ij , χ0, χ1, τ0i s, i τ1i sunt date.

3.2.2 Rezultate de bază

În această sect, iune obt, inem existent,a s, i unicitatea solut, iei pentru problema la limită cu date init, iale
corespunzătoare. Vom obt, ine s, i un rezultat de dependent,ă continuă în raport cu datele init, iale s, i
încărcări. Vom considera că funct, iile utilizate satisfac condit, ii suficiente de regularitate pe domeniul
lor de definit, ie.

În cele ce urmează, vom studia doar teoria liniară. Vom nota cu Φ următoarea formă pătratică

ϱΦ =
1

2
Aijmnεijεmn +Gijmnεijγmn + Fijmnrεijχmnr +

+
1

2
Bijmnγijγmn +Dijmnrγijχmnr +

1

2
Cijkmnrχijkχmnr + (3.2.12)

+dijmnεijτm,n + eijmnγijτm,n + fijkmnχijkτm,n +

+
1

2
Kijχ,iχ,j + gijmnτm,nτi,j +

1

2
Aij τ̇iτ̇j .

În următoarea teoremă vom demonstra un rezultat auxiliar care va fi util în obt, inerea uncităt, ii solut, iei
pentru problema mixtă.

Teorema 3.2.1. Pentru orice solut, ie a sistemului de ecuat, ii (3.2.8) are loc următoarea egalitate

τijεij + ηijγij + µijkχijk + ϱηχ̇+ ϱηiτ̇i + Siχ,i + Λijτi,j =

= Aijmnεijεmn + 2Gijmnεijγmn + 2Fijmnrεijχmnr +Bijmnγijγmn + (3.2.13)
+2Dijmnrγijχmnr + Cijkmnrχijkχmnr + 2dijmnεijτm,n + 2eijmnγijτm,n +

+2fijkmnχijkτm,n +Kijχ,iχ,j + gijmnτm,nτi,j + aχ̇2 +Aij τ̇iτ̇j .

În următoarea teoremă vom demonstra unicitatea solut, iei pentru problema la limită cu date init, iale
mixtă. Vor fi necesare următoarele ipoteze standard :

H1. ϱ, Iij s, i coeficientul constitutiv a sunt strict pozitive ;

H2. forma pătratică Φ definită în (3.2.12) este pozitiv semi-definită ;

H3. tensorul de conductivitateKij s, i tensorul constitutivAij sunt pozitiv definite.

Următorul rezultat se referă la problema la limită cu date init, iale formată din ecuat, iile (3.2.8), condit, iile
init, iale (3.2.11) s, i condit, iile la limită (3.2.9). Vom nota cu P această problemă mixtă.

Teorema 3.2.2. Dacă sunt îndeplinite condit, iile standardH1−H3 s, i relat, iile de simetrie (3.2.5), atunci
problema P nu poate avea mai mult de o solut, ie.
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Vom trata problema existent,ei solut, iei pentru problema P . Vom transforma problema P într-o pro-
blemă Cauchy formată dintr-o ecuat, ie de evolut, ie pe un spat, iu Hilbert. Vom considera problema P în
cazul condit, iilor la limită omogene

ūi(x, t) = φ̄ij(x, t) = χ̄(x, t) = τ̄i(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂B × (0,∞). (3.2.14)

Spat, iul HilbertH va fi definit cu ajutorul spat, iilor HilbertW 1,2
0 s, i L2, astfel

H = W1,2
0 × L2 × W1,2

0 × L2 ×W 1,2
0 × L2 ×W 1,2

0 × L2 × W1,2
0 × L2,

unde am utilizat notat, iile W1,2
0 =W 1,2

0 ×W 1,2
0 ×W 1,2

0 =
[
W 1,2

0

]3
s, i, respectiv, L2 = L2×L2×L2 =[

L2
]3. Spat, iulH este înzestrat cu următorul produs scalar⟨

(ui, vi, φij ,Ψij , χ, µ, τi, νi) ,
(
u′i, v

′
i, φ

′
ij ,Ψ

′
ij , χ

′, µ′, τ ′i , ν
′
i

)⟩
=

=
1

2

∫
B

(
ϱviv

′
i + IjkΨjrΨ

′
kr + aµµ′ +Bijνiν

′
i

)
dV +

+
1

2

∫
B

[
Aijmnεijε

′
mn +Gijmn

(
εijγ

′
mn + ε′ijγmn

)
+ (3.2.15)

+Fijmnr
(
εijχ

′
mnr + ε′ijχmnr

)
+Bijmnγijγ

′
mn +

+Dijmnr

(
γijχ

′
mnr + γ′ijχmnr

)
+ Cijkmnrχijkχ

′
mnr +

+dijmn
(
εijτ

′
m,n + ε′ijτm,n

)
+ eijmn

(
γijτ

′
m,n + γ′ijτm,n

)
+

+fijkmn
(
χijkτ

′
m,n + χ′

ijkτm,n
)
+ gijmnτm,nτ

′
i,j

]
dV.

Acest produs scalar induce o normă pe H care este echivalentă cu norma init, ială pe spat, iul Hilbert
H .

Luând în considerare (3.2.8), vom defini operatorii

A1
i u =

1

ϱ
(Aijmn +Gmnij +Bijmn)um,nj ,

A2
iφ =

1

ϱ
[− (Gmnij +Bijmn)φmn,j + (Fmnrij +Dijmnr)φmn,rj ] ,

B1
i µ = − (αij + βij) µ̇,j , C

1
i τ = (dijmn + eijmn) τm,nj ,

A3
i u =

1

Ijk
[(Fijkmn +Dmnijk)un,mi + (Gjkmn +Bjkmn)um,n] ,

A4
iφ =

1

Ijk
[−Dmnijkφmn,i + Cijkmnrφmn,ri −Bjkmnφmn +Djkmnrφmn,r] , (3.2.16)

B2
jkµ = − (δijkµ̇,i + βjkµ̇) , C

1
jkτ = fijkmnτm,ni + ejkmnτm,n,

Nχ =
1

a
Kijχ,ij , Qν = −1

a
(Bij + lij) νj,i, R

1v =
1

a
(αij + βij) vj,i,

R2Ψ = −βijΨij + δijkΨjk,i, A
5
su=Γsi (dijmn + eijmn)um,nj ,

A6
sφ = Γsifijmnrφmn,rj , Xsµ = −Γsi (Bji +lji)µ,j , Ysτ =Γsigijmnτm,nj .

Matricea Γsi este definită cu ajutorul tensoruluiBji s, i al ecuat, iei

ΓijBik = δjk,

unde δjk este simbolul lui Kronecker.

Vom nota cu U matricea funct, iilor necunoscute

U =
(
ui, vi, φij ,Ψij , χ, µ, τi, νi

)
.

Matricea U0 corespunzătoare datelor init, iale este

U0 =
(
u0i , v

0
i , φ

0
ij ,Ψ

0
ij , χ

0, µ0, τ0i , ν
0
i

)
.
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Vom nota cu F matricea de încărcări

F = (0, Fi,0, Gij , 0, s,0, Qi) .

Vom construi operatorul matricial A ale cărui componente sunt operatorii definit, i în (3.2.16). Ast-
fel, problema la limită cu date init, iale mixtă este transformată într-o problemă Cauchy asociată unei
ecuat, ii de evolut, ie

dU
dt

= AU(t) + F(t),

U(0) = U0. (3.2.17)

Domeniul de definit, ie al operatorului A este

D(A) =
(

W1,2
0 ∩ W2,2

)
× W1,2

0 ×
(

W1,2
0 ∩ W2,2

)
× W1,2

0 ×

×
(
W 1,2

0 ∩W 2,2
)
×W 1,2

0 ×
(

W1,2
0 ∩ W2,2

)
× W1,2

0 ,

unde spat, iile SobolevW 1,2
0 , W 2,2, W1,2

0 s, i W2,2 au semnificat, iile cunoscute.

Pentru a demonstra existent,a solut, iei problemei abstracte (3.2.17), va fi necesară caracterizarea ope-
ratorului A din teorema următoare.

Teorema 3.2.3. Presupunem că sunt îndeplinite ipotezele standard H1 − H3 s, i relat, iile de simetrie
(3.2.5). Atunci are loc

⟨AU ,U⟩ = 0, ∀ U ∈ D(A). (3.2.18)

Vom aplica teorema Hille-Yosida operatoruluiA. În acest sens, mai este necesară o condit, ie demons-
trată în teorema următoare.

Teorema 3.2.4. Dacă sunt îndeplinite aceleas, i condit, ii ca în Teorema 3.2.3, atunci codomeniul opera-
torului A este întregul spat, iuH .

Teorema 3.2.5. Dacă sunt îndeplinite aceleas, i condit, ii ca în Teorema 3.2.3, atunci pe spat, iul HilbertH ,
operatorul abstract A poate genera un semigrup de contract, ii pe spat, iul HilbertH .

Cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips se poate obt, ine s, i un rezultat de unicitate.

Teorema 3.2.6. Presupunem că sunt satisfăcute condit, iile din Teorema 3.2.3, că datele init, iale U0

apart, in domeniului operatorului A s, i că încărcările satisfac condit, ia

Fi, Gij , s,Qi ∈ C1([0,∞), L2) ∩ C0([0,∞),W 1,2
0 ).

Atunci problema abstractă (3.2.17) admite unica solut, ie U(t) ∈ C1([0,∞),H).

Un alt rezultat important se referă la dependent,a continuă a solut, iei de încărcări s, i de datele init, iale.

Teorema 3.2.7. Presupunem că sunt satisfăcute condit, iile din Teorema 3.2.3. Atunci solut, ia U =
(u,φ, χ, τ ) a problemei (3.2.17) depinde continuu de încărcări Fi, Gij , s,Qi s, i de datele init, iale U0

astfel

|U(t)| ≤
∫ t

0
∥(Fi, Gij , s,Qi)∥ ds+ |U0|.
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3.2.3 Simulări numerice

În continuare, vom realiza simulări numerice în cazul izotrop, care este mult mai simplu decât cel
anizotrop deoarece numărul de coeficient, i descres, te în mod semnificativ. În primul rând, vom scrie
ecuat, iile constitutive în forma izotropă. În acest sens, avem nevoie de următoarele ipoteze asupra
coeficient, ilor.

Aijmn = λδijδmn + µ1δimδjn + µ2δinδjm, (3.2.19)

Gijmn = g1δijδmn + g2δimδjn + g3δinδjm, (3.2.20)

Bijmn = b1δijδmn + b2δimδjn + b3δinδjm, (3.2.21)

Cijkmnr = a1δijδkmδnr + a2δijδknδrm + a3δijδkrδmn + a4δjkδimδnr+

+ a5δjkδinδrm + a6δjkδirδmn + a7δkiδjmδnr + a8δkiδjnδrm+

+ a9δkiδjrδmn + a10δimδjnδkr + a11δjmδknδir + a12δkmδinδjr+

+ a13δimδjrδkn + a14δjmδkrδin + a15δkmδirδjn,

(3.2.22)

dijmn = d1δijδmn + d2δimδjn + d3δinδjm, (3.2.23)

eijmn = e1δijδmn + e2δimδjn + e3δinδjm, (3.2.24)

gijmn = h1δijδmn + h2δimδjn + h3δinδjm, (3.2.25)

αij = αδij , βij = βδij , lij = lδij , (3.2.26)

Aij = f1δij , Bij = f2δij , Kij = f3δij . (3.2.27)

Prin înlocuirea coeficient, ilor de mai sus în ecuat, iile constitutive (3.2.3), obt, inem

τij = λδijεmm + µ1εij + µ2εji + g1δijγmm + g2γij + g3γji−
− αδijχ̇+ d1δijτm,m + d2τi,j + d3τj,i,

(3.2.28)

ηij = g1δijεmm + g2εij + g3εji + b1δijγmm + b2γij + b3γji−
− βδijχ̇+ e1δijτm,m + e2τi,j + e3τj,i,

(3.2.29)

µijk = a1δijχknn + a2δijχmkm + a3δijχmmk + a4δjkχinn+

+ a5δjkχmim + a6δjkχnni + a7δkiχjnn + a8δkiχmjm+

+ a9δkiχnnj + a10χijk + a11χjki + a12χkij+

+ a13χikj + a14χjik + a15χkji,

(3.2.30)

ρη = αεii + βγii + aχ̇+ lτi,i, (3.2.31)

ρηi = f1τ̇i + f2χ,i, (3.2.32)

Si = −f2τ̇i + f3χ,i, (3.2.33)

Λij = d1δijεnn + d2εij + d3εji + e1δijγnn + e2γij + e3γji−
− lδijχ̇+ h1δijτn,n + h2τi,j + h3τj,i.

(3.2.34)
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Pentru analiza numerică a problemei sunt necesare formulările variat, ionale ale ecuat, iilor de mis, care.
Prin urmare, sunt necesare anumite spat, ii de funct, ii.

Fie Y un spat, iu Banach cu norma || · ||Y . Se defines, te spat, iul L2(0, T ;Y ) ca fiind spat, iul funct, iilor
definite pe [0, T ] cu valori în Y care au o normă finită, unde norma este definită astfel ||g||L2(0,T ;Y ) =(∫ T

0 ||g(t)||2Y dt
) 1

2 [74].

Fie z ∈ [H2
0 (Ω)]

3 s, i să definim spat, iul Qu = L2(0, T ; [H2
0 (Ω)]

3) [50]. Atunci formularea variat, ională
pentru vectorul deplasare ui este∫

B
ρüizidV +

∫
B

[
(λ+ g1)δjium,mzi,j + (µ1 + µ2 + g2 + g3)

1

2
(uj,i + ui,j)zi,j+

+ (g1 + b1)δjium,mzi,j + (g2 + b2)ui,jzi,j + (g3 + b3)uj,izi,j ] dV =

=

∫
B
ρFizidV +

∫
∂B

(τji + ηji)zinjdA+

∫
B
[(g1 + b1)δjiφmmzi,j+

+ (g2 + b2)φjizi,j + (g3 + b3)φijzi,j + (α+ β)δjiχ̇zi,j−
−(d1 + e1)δjiτm,mzi,j − (d2 + e2)τj,izi,j − (d3 + e3)τi,jzi,j ] dV.

(3.2.35)

Se consideră că ϕ ∈ [H2
0 (Ω)]

3×3 s, i se defines, te spat, iul de funct, iiQφ = L2
(
0, T ; [H2

0 (Ω)]
3×3
)
. Atunci

formularea variat, ională a tensorului de deplasare dipolară φij este

−
∫
B
Iφ̈jkϕjkdV +

∫
B
[− (a1δijφnn,k + a2δijφkm,m + a3δijφmk,m+

+ a4δjkφnn,i + a5δjkφim,m + a6δjkφni,n + a7δkiφnn,j + a8δkiφjm,m+

+ a9δkiφnj,n + a10φjk,i + a11φki,j + a12φij,k + a13φkj,i + a14φik,j+

+a15φji,k)ϕjk,i − b1δjkφmmϕjk − b2φjkϕjk − b3φkjϕjk] dV =

= −
∫
B
[(g1δjkεmm + g2εjk + g3εkj + b1δjkum,m + b2uk,j + b3uj,k−

−βδjkχ̇+ e1δjkτm,m + e2τj,k + e3τk,j)ϕjk + ρGjkϕjk] dV−

−
∫
∂B
µijkϕjknidA.

(3.2.36)

Se consideră că ψ ∈ H2
0 (Ω) s, i se defines, te spat, iul de funct, ii Qχ = L2

(
0, T ;H2

0 (Ω)
)
. Atunci formu-

larea variat, ională pentru temperatura χ este∫
B
(αε̇ii + βγ̇ii + aχ̈+ lτ̇i,i)ψdV +

∫
B
(−f2τ̇iψ,i + f3χ,iψ,i) dV =

=

∫
B
ρrψdV +

∫
∂B
SiniψdA.

(3.2.37)

În final, considerăm că w ∈ [H2
0 (Ω)]

3 s, i definim spat, iul de funct, ii Qτ = L2
(
0, T ;H2

0 (Ω)
)
. Atunci

formularea variat, ională pentru vectorul de microtemperaturi τi este∫
B
(h1δjiτn,n + h2τj,i + h3τi,j)wi,jdV +

∫
B
(f1τ̈i + f2χ̇,i)widV =

=

∫
B
ρRiwidV −

∫
B
(d1δjiεnn + d2εji + d3εij + e1δjiγnn + e2γji+

+e3γij − lδjiχ̇)wi,jdV +

∫
∂B

ΛjiwinjdA.

(3.2.38)

Pentru a realiza simulări numerice, vom reduce problema la cazul deformării plane, as, a cum este
definit în [112]. Prin analizarea rezultatelor din [112], concluzionăm că putem utiliza elemente finite
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Figura 3.1 – Deplasarea u1

Figura 3.2 – Deplasarea u1

P1 pentru deplasări s, i microdeformat, ii s, i o divizare mai fină a domeniului. Utilizăm coeficient, ii elastici
din [112].

Potrivit rezultatului de dependent,ă continuă din sect, iunea anterioară, vom utiliza condit, ii pe frontieră
nule pentru variabile. Vom utiliza condit, ia init, ială u1(0, x, y) = − x

100 , pentru (x, y) ∈ B.

Pentru schema numerică, vom utiliza abordarea din [10] s, i [51] s, i programul FreeFem++. Simulările
numerice sunt realizate pe un domeniu dreptunghiular plan.

Graficul rezultat din simulările numerice realizate în FreeFem++ pentru deplasarea u1 este descris
în Figura 3.1. Deplasarea u1 este trasată s, i cu ajutorul gnuplot 5.2 pentru a obt, ine reprezentarea 3D
corespunzătoare din Figura 3.2. Observăm că avem o propagare de unde.

Microtemperatura ϑ1 este descrisă în Figura 3.3. Se observă s, i în acest caz propagarea undelor.

Figura 3.3 – Microtemperatura ϑ1

Temperatura este înfăt, is, ată în Figura 3.4. Se observă cum se propagă unda termică.

Figura 3.4 – Temperatura θ



Capitolul 4

Medii elastice microstretch cu efecte
termice s, i de difuzie la nivel macro s, i micro

Analizăm un model matematic pentru termoelasticitate microstretch cu difuzie, în care fiecărui ele-
ment i se asociază microtemperaturi s, i microconcentrat, ii. Studiem cazul liniar s, i anizotrop. În primul
rând, demonstrăm unicitatea solut, iei pentru problema la limită cu date init, iale corespunzătoare în
cazul non-centro-simetric.

Analizăm comportarea spat, ială a termoelasticităt, ii microstretch cu efecte de difuzie cu microtempe-
raturi s, i microconcentrat, ii în cazul liniar, anizotrop s, i non-centro-simetric. Definim o funct, ie cu o pon-
dere care depinde de timp s, i descrie principalele caracteristici ale modelului s, i studiem proprietăt, ile
sale s, i deducem o inegalitate diferent, ială. Obt, inem o descres, tere spat, ială exponent, ială care este in-
dependentă de timp s, i este validă pentru corpuri nemărginite.

Problema mixtă se reduce la o problemă abstractă pe un spat, iu Hilbert în cazul cu centru de simetrie.
Un rezultat de dependent,ă continuă este arătat cu ajutorul unui semigrup de operatori liniari. Studiem
cazul anizotrop s, i aplicăm corolarul Lumer-Phillips al teoremei Hille-Yosida. În cazul centro-simetric,
tensorii de rang impar sunt nuli s, i modelul pe care îl analizăm devine mai simplu.

Dependent,a continuă a solut, iei de date init, iale s, i încărcări a fost deja demonstrată în cazul izotrop
pentru termoelasticitatea microstretch cu efecte de difuzie cu microtemperaturi s, i microconcentrat, ii
în [22] cu ajutorul inegalităt, ii Gronwall.

4.1 Preliminarii

Considerăm un corp care la un anumit moment în timp ocupă un domeniu mărginit Ω al spat, iului
euclidian tridimensional cu frontiera netedă pe port, iuni ∂Ω.

Ecuat, iile de mis, care ale teoriei liniare a termoelasticităt, ii microstretch sunt [67]

tji,j + ρfi = ρüi, (4.1.1)

hk,k + g + ρl = Jφ̈ (4.1.2)
s, i

mji,j + εirstrs + ρgi = Iijφ̈j . (4.1.3)
Are loc [7]

Ċ = ηi,i. (4.1.4)
Tensorii de deformat, ie sunt

eij = uj,i + εjikφk, κij = φj,i, ζi = φ,i. (4.1.5)

53
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Tabelul 4.1 – Notat, ii pentru funct, iile mecanice

ui componentele vectorului deplasare în Ω
tij componentele tensorului tensiune
ρ densitatea mediului în configurat, ia de referint,ă
f fort,ă masică
φ funct, ia de microdilatare
φi componentele vectorului microrotat, ie
hj componentele vectorului microstretch
mij componentele tensorului micromoment
g fort,a masică internă
l încărcarea masică externă microstretch
gi cuplul masic
εijk simbolul Levi-Civita
δij simbolul lui Kronecker
e densitatea energiei interne pe unitatea de masă
εi componentele vectorului de prim moment al energiei

Ecuat, iile energiei s, i ale primului moment al energiei pot fi exprimate sub forma

ρė = tij ėij +mij κ̇ij + hj ζ̇j − gφ̇+ qj,j + ρs (4.1.6)

s, i
ρε̇i = qji,j + qi −Qi + ρGi. (4.1.7)

Tabelul 4.2 – Notat, ii pentru funct, iile termice

qi componentele vectorului flux al căldurii
s sursa de căldură pe unitate de masă
qij componentele tensorului de prim moment al fluxului de căldură
Qi componentele vectorului de medie a fluxului de microcăldură
Gi componentele vectorului de prim moment al sursei de căldură
T temperatura absolută
T0 temperatura absolută în configurat, ia de referint,ă
θ = T − T0
Ti componentele vectorului de microtemperaturi

Primul moment al difuziei masei este [7]

ρω̇i = ηji,j + ηi − σ̃i. (4.1.8)

Tabelul 4.3 – Notat, ii pentru funct, iile de difuzie

ηi componentele vectorului flux de difuzie a masei
C concentrat, ia
ηij componentele tensorului de prim moment al fluxului de difuzie a masei
σ̃i componentele vectorului de medie a fluxului de difuzie a micromasei
S microentropia
P potent, ialul chimic al particulei
Ci componentele vectorului de microconcentrat, ii
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Considerăm σ̃ în teoria liniară pentru cazul anizotrop s, i non-centro-simetric de forma [7], [67]

2σ̃ = Aijrseijers + 2Bijrseijκrs + Cijrsκijκrs + 2Dijeijφ+

+ 2Eijκijφ+ 2Fijkeijζk − 2aijeijθ + 2LijkeijTk+

+ 2Gijkκijζk +Aijζiζj − 2bijκijθ + 2MijkκijTk + 2Biζiφ−
− 2diζiθ − 2NijζiTj + ξφ2 − 2Fφθ + 2RiφTi − aθ2−
− 2biθTi −BijTiTj − 2ϖθC + ϱC2 − 2RijTiCj − CijCiCj+

+ 2dijeijC + 2fijκijC + 2f̃iζiC + 2g̃1φC + 2L′
ijkeijCk+

+ 2M ′
ijkκijCk − 2N ′

ijζiCj + 2R′
iφCi − 2b′iθCi−

− 2miTiC − 2m′
iCiC,

(4.1.9)

unde coeficient, ii elastici satisfac următoarele relat, ii de simetrie

Aijrs = Arsij , Cijrs = Crsij , Aij = Aji, Bij = Bji,

Cij = Cji, Rij = Rji.
(4.1.10)

În continuare, vom urmări strategia din [7] s, i vom introduce difuzia s, i microconcentrat, iile în modelul
matematic propus în [67] pentru termoelasticitatea microstretch cu microtemperaturi. Pentru teo-
ria liniară a difuziei în termoelasticitatea microstretch cu microtemperaturi s, i microconcentrat, ii vom
deduce ecuat, iile constitutive în cazul anizotrop s, i non-centro-simetric

tij = Aijrsers +Bijrsκrs +Dijφ+ Fijkζk + t∗ij ,

mij = Brsijers + Cijrsκrs + Eijφ+Gijkζk +m∗
ij ,

hi = Frsiers +Grsiκrs +Aijζj +Biφ+ h∗i ,

g = −Dijeij − Eijκij −Biζi − ξφ+ g∗,

ρS = aijeij + bijκij + diζi + Fφ+ S∗,

ρεi = Lrsiers +Mrsiκrs −Njiζj +Riφ+ ε∗i ,

P = dijeij + fijκij + f̃iζi + g̃1φ+ P ∗,

ρωi = L′
rsiers +M ′

rsiκrs −N ′
jiζj +R′

iφ+ ω∗
i ,

(4.1.11)

unde termenii care exprimă efectele termice s, i de difuzie sunt dat, i de

t∗ij = LijkTk − aijθ + dijC + L′
ijkCk, m∗

ij =MijkTk − bijθ + fijC +M ′
ijkCk,

h∗i = −NijTj − diθ + f̃iC −N ′
ijCj , g∗ = −RiTi + Fθ − g̃1C −R′

iCi,

S∗ = biTi + aθ +ϖC + b′iCi, ε∗i = −BijTj − biθ −RijCj −miC,

P ∗ = −ϖθ + ϱC −miTi −m′
iCi, ω∗

i = −CijCj −RjiTj − b′iθ −m′
iC.

(4.1.12)

La fel ca în [7], deducem că

qi = kijθ,j +KijTj , ηi = hijP,j +HijCj ,

qij = −PijklTl,k, ηij = −FijklCl,k,
Qi = (kij − k̃ij)θ,j + (Kij − K̃ij)Tj , σ̃i = (hij − h̃ij)P,j + (Hij − H̃ij)Cj ,

(4.1.13)

unde au loc următoarea inegalitate

1

T0
kijθ,iθ,j +

(
1

T0
Kij + k̃ij

)
θ,iTj + PijklTl,kTj,i + K̃ijTiTj+

+ H̃ijCiCj + (h̃ij +Hij)P,iCj + hijP,iP,j − FjiklCl,kjCi ≥ 0

(4.1.14)

s, i relat, iile de simetrie

Pijkl = Pklij , Fijkl = Fklij , Kij = Kji, Hij = Hji, kij = kji,

hij = hji, K̃ij = K̃ji, H̃ij = H̃ji, k̃ij = k̃ji, h̃ij = h̃ji.
(4.1.15)
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La fel ca în [7] s, i [67], considerăm că

ρT0Ṡ = qi,i + ρs. (4.1.16)

Din (4.1.11)7 rezultă că putem exprima concentrat, ia astfel

ϱC = P − dijeij − fijκij − f̃iζi − g̃1φ+ϖθ +miTi +m′
iCi. (4.1.17)

Propunem următoarele notat, ii

A∗
ijrs = Aijrs −

dijdrs
ϱ

, B∗
ijrs = Bijrs −

dijfrs
ϱ

, C∗
ijrs = Cijrs −

fijfrs
ϱ

,

D∗
ij = Dij −

dij g̃1
ϱ

, F ∗
ijk = Fijk −

dij f̃k
ϱ

, E∗
ij = Eij −

fij g̃1
ϱ

,

G∗
ijk = Gijk −

fij f̃k
ϱ

, a∗ij = aij −
dijϖ

ϱ
, b∗ij = bij −

fijϖ

ϱ
,

A∗
ij = Aij −

f̃if̃j
ϱ
, B∗

i = Bi −
f̃ig̃1
ϱ
, d∗i = di −

f̃iϖ

ϱ
,

F ∗ = F − g̃1ϖ

ϱ
, ξ∗ = ξ − g̃21

ϱ
, a∗ = a+

ϖ2

ϱ
, L∗

ijk = Lijk +
dijmk

ϱ
,

L′∗
ijk = L′

ijk +
dijm

′
k

ϱ
, M∗

ijk =Mijk +
fijmk

ϱ
, M ′∗

ijk =M ′
ijk +

fijm
′
k

ϱ
,

N∗
ij = Nij −

f̃imj

ϱ
, N ′∗

ij = N ′
ij −

f̃im
′
j

ϱ
, R∗

i = Ri +
g̃1mi

ϱ
,

R′∗
i = R′

i +
g̃1m

′
i

ϱ
, b∗i = bi +

ϖmi

ϱ
, b′∗i = b′i +

ϖm′
i

ϱ
,

B∗
ij = Bij +

mimj

ϱ
, C∗

ij = Cij +
m′
im

′
j

ϱ
, R∗

ij = Rij +
mim

′
j

ϱ
.

(4.1.18)

Cu notat, iile de mai sus s, i utilizând formula (4.1.17) pentru a exprima concentrat, ia în funct, ie de potent, ialul
chimic, ecuat, iile constitutive devin în cazul anizotrop s, i non-centro-simetric

tij = A∗
ijrsers +B∗

ijrsκrs +D∗
ijφ+ F ∗

ijkζk + t′∗ij ,

mij = B∗
rsijers + C∗

ijrsκrs + E∗
ijφ+G∗

ijkζk +m′∗
ij ,

hi = F ∗
rsiers +G∗

rsiκrs +A∗
ijζj +B∗

i φ+ h′∗i ,

g = −D∗
ijeij − E∗

ijκij −B∗
i ζi − ξ∗φ+ g′∗,

ρS = a∗ijeij + b∗ijκij + d∗i ζi + F ∗φ+ S′∗,

ρεi = L∗
rsiers +M∗

rsiκrs −N∗
jiζj +R∗

iφ+ ε′∗i ,

ρωi = L′∗
rsiers +M ′∗

rsiκrs −N ′∗
ji ζj +R′∗

i φ+ ω′∗
i ,

(4.1.19)

unde efectele termice s, i de difuzie sunt descrise de

t′∗ij = L∗
ijkTk − a∗ijθ +

dij
ϱ
P + L′∗

ijkCk, m′∗
ij =M∗

ijkTk − b∗ijθ +
fij
ϱ
P +M ′∗

ijkCk,

h′∗i = −N∗
ijTj − d∗i θ +

f̃i
ϱ
P −N ′∗

ijCj , g′∗ = −R∗
i Ti + F ∗θ − g̃1

ϱ
P −R′∗

i Ci,

S′∗ = b∗iTi + a∗θ +
ϖ

ϱ
P + b′∗i Ci, ε′∗i = −B∗

ijTj − b∗i θ −R∗
ijCj −

mi

ϱ
P,

ω′∗
i = −C∗

ijCj −R∗
jiTj − b′∗i θ −

m′
i

ϱ
P,

(4.1.20)
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cu următoarele simetrii pentru coeficient, i

A∗
ijrs = A∗

rsij , C∗
ijrs = C∗

rsij , A∗
ij = A∗

ji, B∗
ij = B∗

ji, C∗
ij = C∗

ji. (4.1.21)

Prin urmare, ecuat, iile de bază ale teoriei difuziei în termoelasticitatea microstretch cu microtempe-
raturi s, i microconcentrat, ii sunt ecuat, iile de mis, care (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), ecuat, iile energiei (4.1.6)
s, i (4.1.7), ecuat, iile de difuzie (4.1.4) s, i (4.1.8), ecuat, iile constitutive (4.1.19) s, i ecuat, iile geometrice
(4.1.5). În plus, se consideră condit, ii init, iale s, i la limită. Condit, iile init, iale sunt

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x), φi(x, 0) = φ0
i (x), φ̇i(x, 0) = φ1

i (x),

φ(x, 0) = φ0(x), φ̇(x, 0) = φ1(x), θ(x, 0) = θ0(x), Ti(x, 0) = T 0
i (x),

P (x, 0) = P 0(x), Ci(x, 0) = C0
i (x), x ∈ Ω̄,

(4.1.22)

unde u0i , u1i , φ0
i , φ1

i , φ0, φ1, θ0, T 0
i , P 0 s, i C0

i sunt date. Fie Sr , r = 1, ..., 14 submult, imi ale frontierei
∂Ω astfel încât S̄1 ∪ S2 = S̄3 ∪ S4 = S̄5 ∪ S6 = S̄7 ∪ S8 = S̄9 ∪ S10 = S̄11 ∪ S12 = S̄13 ∪ S14 = ∂Ω
s, i S1 ∩ S2 = S3 ∩ S4 = S5 ∩ S6 = S7 ∩ S8 = S9 ∩ S10 = S11 ∩ S12 = S13 ∩ S14 = ∅. Condit, iile la
limită sunt

ui = ūi pe S̄1 × I, φi = φ̄i pe S̄3 × I, φ = φ̄ pe S̄5 × I,

θ = θ̄ pe S̄7 × I, Ti = T̄i pe S̄9 × I, P = P̄ pe S̄11 × I,

Ci = C̄i pe S̄13 × I, tjinj = t̄i pe S2 × I, mjinj = m̄i pe S4 × I,

hknk = h̄ pe S6 × I, qjnj = q̄ pe S8 × I, qkink = q̄i pe S10 × I,

ηini = η̄ pe S12 × I, ηkink = η̄i pe S14 × I,

(4.1.23)

unde ūi, φ̄i, φ̄, θ̄, T̄i, P̄ , C̄i, t̄i, m̄i, h̄, q̄, q̄i, η̄, η̄i sunt funct, ii date s, i I = (0,∞).

4.2 Unicitatea solut, iei în cazul anizotrop

În această sect, iune vom demonstra unicitatea solut, iei pentru problema termoelasticităt, ii micros-
tretch cu microtemperaturi s, i microconcentrat, ii în cazul anizotrop s, i non-centro-simetric. În acest
sens, examinăm procesul admisibil

p = {ui, φi, φ, θ, Ti, P, Ci, tij ,mij , hi, g, S, εi, qi, Qi, qij , ωi, ηi, ηij}. (4.2.1)

Utilizăm strategia din [67]. Definim funct, iileWp, Γp s, i Dp pe Ω× I prin

Wp =
1

2
A∗
ijrseijers +B∗

ijrseijκrs +
1

2
C∗
ijrsκijκrs +D∗

ijeijφ+ E∗
ijκijφ+

+ F ∗
ijkeijζk +G∗

ijkκijζk +B∗
i φζi +

1

2
A∗
ijζiζj +

1

2
ξ∗φ2,

(4.2.2)

unde efectele termice s, i de difuzie sunt caracterizate de următoarele expresii

Γp = b∗i θTi +
1

2
a∗θ2 +

1

2
B∗
ijTiTj +

ϖ

ϱ
θP +

1

2
C∗
ijCiCj +R∗

ijTiCj+

+
1

2

1

ϱ
P 2 + b′∗i θCi +

mi

ϱ
PTi +

m′
i

ϱ
PCi,

(4.2.3)

Dp =
1

T0
kijθ,iθ,j +

(
1

T0
Kij + k̃ij

)
θ,iTj + PijklTl,kTj,i + K̃ijTiTj+

+ H̃ijCiCj +
(
h̃ij +Hij

)
P,iCj + hijP,iP,j − FjiklCl,kjCi.

(4.2.4)

Observat, ia 4.2.1 Oricare ar fi procesul admisibil p, are loc următoarea inegalitate motivată de (4.1.14)

Dp ≥ 0. (4.2.5)
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La fel ca în [67], vom avea nevoie de următoarele ipoteze

(H1) ρ s, i J sunt strict pozitive,

(H2) Iij este un tensor pozitiv definit,

(H3)Wp este o formă pătratică pozitiv semidefinită,

(H4) Γp este pozitiv definită oricare ar fi procesul admisibil p.

Teorema 4.2.1 Să presupunem că au loc ipotezele (H1), (H2), (H3) s, i (H4). Atunci problema termoelasticităt, ii
microstretch cu microtemperaturi s, i microconcentrat, ii are cel mult o solut, ie.

4.3 Comportarea spat, ială a solut, iei

Rezultatele din această sect, iune sunt cuprinse în lucrarea [25].

La fel ca în [36], notăm cu D̂T suportul datelor init, iale s, i pe frontieră s, i al fort,elor masice în problema
P . Utilizăm convent, ia că D̂T este un domeniu regulat s, i mărginit. Definim mult, imeaDR,R ≥ 0, prin

DR = {x ∈ Ω̄ | D̂T ∩ Σ(x, R) ̸= ∅}, (4.3.1)

unde Σ(x, R) este bila deschisă de rază R s, i cu centrul în x. La fel ca în [36], vom presupune că BR
este parte din Ω inclusă în Ω \DR s, i că B(R1, R2) este mult, imea BR2 \BR1 , R1 > R2. În plus, vom
utiliza notat, ia SR pentru partea din suprafat,a ∂BR inclusă în interiorul lui Ω s, i pentru care versorul
normalei exterioare este direct, ionat spre exteriorul mult, imii DR. Observăm că BR este parte din Ω
unde datele init, iale s, i pe frontieră s, i fort,ele masice sunt zero.

În continuare vom introduce câteva notat, ii utile. În primul rând,W este exprimat în funct, ie de tensorii
de deformare

W (s) =
1

2
A∗
ijrsers(s)eij(s) +B∗

ijrseij(s)κrs(s) +
1

2
C∗
ijrsκrs(s)κij(s)+

+D∗
ijeij(s)φ(s) + E∗

ijκij(s)φ(s) + F ∗
ijkeij(s)ζk(s) +G∗

ijkκij(s)ζk(s)+

+B∗
i φ(s)ζi(s) +

1

2
ξ∗φ(s)2 +

1

2
A∗
ijζj(s)ζi(s)

(4.3.2)

s, i este utilizat în expresia pentru Γ̄. Efectele termice s, i de difuzie sunt considerate în expresiile de mai
jos

Γ̄(s) =
1

2
ρu̇i(s)u̇i(s) +

1

2
Jφ̇(s)2 +

1

2
Iijφ̇i(s)φ̇j(s) +W (s) + Γp(s), (4.3.3)

unde
Γp(s) = a∗

1

2
θ(s)2 +

1

ϱ

1

2
P (s)2 +

1

2
B∗
ijTi(s)Tj(s) +

1

2
C∗
ijCi(s)Cj(s)+

+ b∗iTi(s)θ(s) +
ϖ

ϱ
θ(s)P (s) +R∗

ijCj(s)Ti(s) + b′∗i θ(s)Ci(s)+

+
mi

ϱ
P (s)Ti(s) +

m′
i

ϱ
P (s)Ci(s)

(4.3.4)

s, i

K̄(s) =
1

T0
kijθ,i(s)θ,j(s) +

(
1

T0
Kij + k̃ij

)
θ,i(s)Tj(s)+

+ PijklTl,k(s)Tj,i(s) + K̃ijTi(s)Tj(s) + H̃ijCi(s)Cj(s)+

+
(
h̃ij +Hij

)
P,i(s)Cj(s) + hijP,i(s)P,j(s)− FjiklCl,kj(s)Ci(s).

(4.3.5)

Are loc următoarea inegalitate
K̄(s) ≥ 0. (4.3.6)
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Următoarele ipoteze vor fi necesare pentru obt, inerea unor rezultate despre comportarea spat, ială a
solut, iei

(H1) ρ s, i J sunt strict pozitive ;

(H2) Iij este pozitiv definit ;

(H3)W este o formă pătratică pozitiv semidefinită ;

(H4) Γp este pozitiv definită ;

(H5)W este o formă pătratică pozitiv definită, prin urmare există constantele pozitiveµm s, iµM astfel
încât

µm

(
eijeij + φ2 +

I0
ϱ
κijκij +

J0
ϱ
ζiζi

)
≤ 2W ≤

≤ µM

(
eijeij + φ2 +

I0
ϱ
κijκij +

J0
ϱ
ζiζi

)
.

(4.3.7)

În plus, presupunem că K̄(s) este o fomă pătratică pozitiv definită, prin urmare

K̄(s) ≤ 1

T0
kMθ,i(s)θ,i(s) + PMTi,j(s)Ti,j(s) + K̃MTi(s)Ti(s)+

+ H̃MCi(s)Ci(s) + hMP,i(s)P,i(s) + FMCi,j(s)Ci,j(s)

(4.3.8)

s, i

K̄(s) ≥ 1

T0
kmθ,i(s)θ,i(s) + PmTi,j(s)Ti,j(s) + K̃mTi(s)Ti(s)+

+ H̃mCi(s)Ci(s) + hmP,i(s)P,i(s) + FmCi,j(s)Ci,j(s).

(4.3.9)

Fie λ > 0 un parametru real dat. Definim

Λ̄1(t) =

∫ t

0

∫
∂Ω
e−λs [tji(s)nj(s)u̇i(s) + hi(s)ni(s)φ̇(s)+

+mji(s)nj(s)φ̇i(s) +
1

T0
qi(s)ni(s)θ(s) + ηi(s)ni(s)P (s)−

− qji(s)nj(s)Ti(s)] dads,

(4.3.10)

o funct, ie care va fi utilizată în evaluarea comportării spat, iale prin considerarea integralei interioare
pe submult, imea SR. În următoarea lemă vom studia principalele proprietăt, i ale acestei funct, ii.

Lema 4.3.1 Presupunem că un corp elastic microstretch cu conduct, ie termică s, i difuzie masică la ni-
vel macro s, i micro este modelat cu ajutorul ecuat, iilor de mis, care (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.16),
(4.1.7), (4.1.8) s, i al ecuat, iilor constitutive (4.1.19), cu relat, iile geometrice (4.1.5). Cu notat, iile de mai
sus s, i în anumite condit, ii de regularitate, are loc următoarea identitate∫

Ω
e−λtΓ̄(t)dv +

∫ t

0

∫
Ω

[
e−λsλΓ̄(s) + e−λsK̄(s)

]
dvds =

=

∫
Ω
Γ̄(0)dv +

∫ t

0

∫
Ω
e−λs [ρfi(s)u̇i(s) + ρl(s)φ̇(s) + ρgi(s)φ̇i(s)+

+
1

T0
ρs(s)θ(s)− ρGi(s)Ti(s)

]
dvds+ Λ̄1(t).

(4.3.11)

În lema de mai jos deducem o estimare care ne va fi utilă în următoarea teoremă pentru a demonstra
o inegalitate diferent, ială pentru o funct, ională cu o pondere care depinde de timp s, i care va fi utilizată
pentru caracterizarea comportării spat, iale a solut, iei.
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Lema 4.3.2 În condit, iile Lemei 4.3.1 s, i oricare ar fi ε > 0 constant, are loc următoarea inegalitate

tijtij +
ρ0
J0
hihi +

ρ0
I0
mijmij ≤

≤ 2µM (1 + ε)W+

+ 4

(
1 +

1

ε

){[
(L∗

ijk)
2 + (N∗

ik)
2 + (M∗

ijk)
2
]
T 2
k+

+
[
(a∗ij)

2 + (d∗i )
2 + (b∗ij)

2
]
θ2+

+

(dij
ϱ

)2

+

(
f̃i
ϱ

)2

+

(
fij
ϱ

)2
P 2+

+
[
(L′∗

ijk)
2 + (N ′∗

ik)
2 + (M ′∗

ijk)
2
]
C2
k

}
.

(4.3.12)

Fie λ un parametru pozitiv dat. Definim funct, ia

Λ1(R, t) = −
∫ t

0

∫
SR

e−λs [tji(s)nj(s)u̇i(s) + hi(s)ni(s)φ̇(s)+

+mji(s)nj(s)φ̇i(s) +
1

T0
qi(s)ni(s)θ(s) + ηi(s)ni(s)P (s)−

− qji(s)nj(s)Ti(s)] dads, R ≥ 0, t ∈ [0, T ],

(4.3.13)

care va fi utilă în analizarea comportării spat, iale. În următoarea teoremă vom studia proprietăt, ile
acestei funct, ii.

Teorema 4.3.1 (Proprietăt, ile funct, iei Λ1(R, t)) Presupunem că au loc condit, iile din lema 4.3.1, ipote-
zele (H1), (H2), (H3), (H4) s, i (H5) s, i considerăm că datele externe prescrise ale problemeiP au suportul
mărginit D̂T în intervalul de timp [0, T ]. Atunci pentru fiecare t ∈ [0, T ], funct, ia Λ1(R, t) are urmă-
toarele proprietăt, i

(i) pentru 0 ≤ R2 < R1, are loc

Λ1(R1, t)− Λ1(R2, t) = −
∫
B(R1,R2)

e−λtΓ̄(t)dv−

−
∫ t

0

∫
B(R1,R2)

[
e−λsλΓ̄(s) + e−λsK̄(s)

]
dvds;

(4.3.14)

(ii) Λ1(R, t) este o funct, ie continuă s, i diferent, iabilă în raport cuR ≥ 0 s, i

∂Λ1

∂R
(R, t) = −

∫
SR

e−λtΓ̄(t)dv −
∫ t

0

∫
SR

[
e−λsλΓ̄(s) + e−λsK̄(s)

]
dvds; (4.3.15)

(iii) Λ1(R, t) este o funct, ie descrescătoare în raport cuR ≥ 0 ;

(iv) Λ1(R, t) satisface următoarea inegalitate diferent, ială

λ

k
|Λ1(R, t)|+

∂Λ1

∂R
(R, t) ≤ 0, R ≥ 0, (4.3.16)

cu

k =

√
µM (1 + ε0)

ρ0
, (4.3.17)

unde ε0 este rădăcina pozitivă a ecuat, iei

ε2 + ε

(
1− 4m2

a0µM
− ρ0λT0k

2
m

a0kmµM

)
− 4m2

a0µM
= 0. (4.3.18)
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Pe baza proprietăt, ilor din teorema anterioară, stabilim estimări care descriu comportarea spat, ială
pentru corpuri nemărginite. Se observă că funct, ia exponent, ială nu depinde de timp.

Teorema 4.3.2 (Comportare spat, ială pentru domenii nemărginite) În condit, iile teoremei 4.3.1 s, i pen-
tru fiecare t ∈ [0, T ], au loc

(i) dacă Λ1(R, t) ≥ 0, oricare ar fiR ≥ 0, are loc

Λ1(R, t) ≤ Λ1(0, t)e
−λ

k
R, R ≥ 0; (4.3.19)

(ii) dacă există o valoareR1 ≥ 0 astfel încât Λ1(R1, t) < 0 s, i Λ1(R, t) < 0 oricare ar fiR ≥ R1, atunci
are loc

−Λ1(R, t) ≥ −Λ1(R1, t)e
λ
k
(R−R1), R ≥ R1. (4.3.20)

4.4 Dependent,a continuă în cazul anizotrop

În această sect, iune, vom demonstra un rezultat de dependent,ă continuă pentru problema termoelasticităt, ii
microstretch cu microtemperaturi s, i efecte de difuzie la nivel macro s, i micro în cazul anizotrop s, i cu
centru de simetrie. În acest sens, vom deduce expresii pentru derivata în raport cu timpul a vecto-
rului de microtemperaturi s, i pentru derivata în raport cu timpul a vectorului de microconcentrat, ii.
Vom scrie ecuat, iile constitutive s, i ecuat, iile de mis, care în funct, ie de potent, ialul chimic s, i vom alege
un spat, iu Hilbert potrivit pentru a obt, ine o problemă abstractă din problema la limită cu date init, iale.
Vom utiliza strategia descrisă în [6] s, i [7]. Rezultatele din această sect, iune sunt cuprinse în lucrarea
[23].

Pentru materiale cu centru de simetrie, ecuat, iile constitutive devin [103]

tij = A∗
ijrsers +D∗

ijφ− a∗ijθ +
dij
ϱ
P,

mij = C∗
ijrsκrs,

hi = A∗
ijζj −N∗

ijTj −N ′∗
ijCj ,

g = −D∗
ijeij − ξ∗φ+ F ∗θ − g̃1

ϱ
P,

ρS = a∗ijeij + F ∗φ+ a∗θ +
ϖ

ϱ
P,

ρεi = −N∗
jiζj −B∗

ijTj −R∗
ijCj ,

ρωi = −C∗
ijCj −R∗

jiTj −N ′∗
ji ζj ,

C =
1

ϱ
P − dij

ϱ
eij −

g̃1
ϱ
φ+

ϖ

ϱ
θ.

(4.4.1)

Din formulele (4.4.1)6, (4.1.13)1,3,5 s, i (4.1.7) obt, inem

B∗
ij Ṫj +R∗

ijĊj = (PjiklTl,k),j − k̃ijθ,j − K̃ijTj − ρGi −N∗
jiζ̇j . (4.4.2)

Cu ajutorul formulelor (4.4.1)8, (4.1.13)2,4,6 s, i (4.1.8) obt, inem

R∗
jiṪj + C∗

ijĊj = (FjiklCl,k),j − h̃ijP,j − H̃ijCj −N ′∗
ji ζ̇j . (4.4.3)

De fapt, în cazul cu centru de simetrie au locBij = B∗
ij ,Rij = R∗

ij ,Cij = C∗
ij ,Nij = N∗

ij s, iN ′
ij = N ′∗

ij .
Vom utiliza notat, ia

Λ =

(
B R̃
R̃ C̃

)
, (4.4.4)
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unde B = Bij , R̃ = Rij s, i C̃ = Cij . În plus, vom considera că Λ este o matrice pozitiv definită, ceea
ce conduce la

BijTiTj + CijCiCj + 2RijTiCj > 0. (4.4.5)
Matricea Λ este pozitiv definită dacă s, i numai dacă C̃ s, i Λ/C̃ = B − R̃C̃−1R̃ sunt ambele pozitiv
definite [7], [12]. În acest caz, solut, iile ecuat, iilor (4.4.2) s, i (4.4.3) pot fi date sub forma

Ṫj = (Λ/C̃)−1
{
(PjiklTl,k),j − k̃ijθ,j − K̃ijTj − ρGi −N∗

jiζ̇j−

−R̃C̃−1
[
(FjiklCl,k),j − h̃ijP,j − H̃ijCj −N ′∗

ji ζ̇j

]}
,

Ċj = −C̃−1R̃(Λ/C̃)−1
[
(PjiklTl,k),j − k̃ijθ,j − K̃ijTj − ρGi −N∗

jiζ̇j

]
+

+
(
C̃−1 + C̃−1R̃(Λ/C̃)−1R̃C̃−1

) [
(FjiklCl,k),j − h̃ijP,j − H̃ijCj −N ′∗

ji ζ̇j

]
.

(4.4.6)

Matricea Λ este pozitiv definită dacă s, i numai dacă B s, i Λ/B = C̃ − R̃B−1R̃ sunt ambele pozitiv
definite [7], [12]. În acest caz, solut, iile ecuat, iilor (4.4.2) s, i (4.4.3) pot fi reprezentate sub forma

Ṫj = −B−1R̃(Λ/B)−1
[
(FjiklCl,k),j − h̃ijP,j − H̃ijCj −N ′∗

ji ζ̇j

]
+

+
(
B−1 + B−1R̃(Λ/B)−1R̃B−1

) [
(PjiklTl,k),j − k̃ijθ,j − K̃ijTj − ρGi −N∗

jiζ̇j

]
,

Ċj = (Λ/B)−1
{
(FjiklCl,k),j − h̃ijP,j − H̃ijCj −N ′∗

ji ζ̇j−

− R̃B−1
[
(PjiklTl,k),j −k̃ijθ,j − K̃ijTj − ρGi −N∗

jiζ̇j

]}
.

(4.4.7)

Înlocuim noua formă a ecuat, iilor constitutive în ecuat, iile de mis, care (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4),
(4.1.16), (4.4.2) s, i (4.4.3), ceea ce conduce la un sistem de 15 ecuat, ii cu 15 necunoscute, s, i anume cele
trei componente ale vectorului deplasare, funct, ia de microdilatare, cele trei componente ale vecto-
rului de microrotat, ie, variat, ia temperaturii, potent, ialul chimic, cele trei componente ale vectorului de
microtemperaturi s, i cele trei componente ale vectorului de microconcentrat, ii. Prin urmare, ecuat, iile
de mis, care pentru funct, iile ui, φ, φi, θ, P , Ti s, i Ci sunt

ρüi = ρfi +

(
A∗
jirsers +D∗

jiφ− a∗jiθ +
dji
ϱ
P

)
,j

,

Jφ̈ =
(
A∗
ijζj −N∗

ijTj −N ′∗
ijCj

)
,i
+

(
−D∗

ijeij − ξ∗φ+ F ∗θ − g̃1
ϱ
P

)
+ ρl,

(4.4.8)

Iijφ̈j =
(
C∗
jirsκrs

)
,j
+ εimn

(
A∗
mnrsers +D∗

mnφ− a∗mnθ +
dmn
ϱ
P

)
+ ρgi,

ϖ

ϱ
θ̇ +

1

ϱ
Ṗ =

dij
ϱ
ėij +

g̃1
ϱ
φ̇+ (hijP,j +HijCj),i ,

a∗θ̇ +
ϖ

ϱ
Ṗ = −a∗ij ėij − F ∗φ̇+

1

T0
(kijθ,j +KijTj),i +

1

T0
ρs,

BijṪj +RijĊj = (PjiklTl,k),j − k̃ijθ,j − K̃ijTj − ρGi −Njiζ̇j ,

RijṪj + CijĊj = (FjiklCl,k),j − h̃ijP,j − H̃ijCj −N ′
jiζ̇j .

Pentru ecuat, iile de mai sus, păstrăm condit, iile init, iale (4.1.22), dar impunem condit, ii pe frontieră nule,
s, i anume

ui = 0, φ = 0, φi = 0, θ = 0,

P = 0, Ti = 0, Ci = 0 pe ∂Ω× I.
(4.4.9)

În continuare, transformăm problema la limită cu date init, iale într-o problemă abstractă pe un spat, iu
Hilbert potrivit. Utilizăm notat, iile u̇i = vi, φ̇i = ψi s, i φ̇ = ψ. Fie

H =
{
(ui, vi, φ, ψ, φi, ψi, θ, Ti, P, Ci) : ui, φi ∈ W1,2

0 (Ω), vi, ψi, Ti, Ci ∈ L2(Ω),

ψ, θ, P ∈ L2(Ω), φ ∈W 1,2
0 (Ω)

}
,
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undeW 1,2
0 (Ω), L2(Ω) sunt spat, ii Sobolev s, i

W1,2
0 (Ω) =

[
W 1,2

0 (Ω)
]3
, L2(Ω) =

[
L2(Ω)

]3
.

În spat, iul H, definim următorul produs scalar

⟨(ui, vi, φ, ψ, φi, ψi, θ, Ti, P, Ci) , (u∗i , v∗i , φ∗, ψ∗, φ∗
i , ψ

∗
i , θ

∗, T ∗
i , P

∗, C∗
i )⟩ =

=

∫
Ω

[
ρviv

∗
i + Jψψ∗ + Iijψiψ

∗
j +A∗

ijrserse
∗
ij+ C∗

ijrsκrsκ
∗
ij+

+A∗
ijζjζ

∗
i +D∗

ij

(
φe∗ij + φ∗eij

)
+ ξ∗φφ∗ + a∗θθ∗ +

1

ϱ
PP ∗+

+
ϖ

ϱ
(θP ∗ + θ∗P ) +BijTiT

∗
j + CijCiC

∗
j +Rij

(
TiC

∗
j + T ∗

i Cj
)]

dV.

(4.4.10)

În continuare, definim nis, te operatori, a căror formă este motivată de forma ecuat, iilor de mis, care.
Aces, tia vor forma un operator matricial A, pentru care vom arăta că este un semigrup de contract, ii
C0 cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips. Ecuat, ia (4.4.8)1 conduce la

A1
i (u) = ρ−1A∗

jirsus,rj , A2
i (φ) = ρ−1D∗

jiφ,j ,

A3
i (φ) = ρ−1A∗

jirsεsrkφk,j , A4
i (θ) = −ρ−1a∗jiθ,j ,

A5
i (P ) = ρ−1dji

ϱ
P,j .

(4.4.11)

Ecuat, ia (4.4.8)2 pentru funct, ia de microdilatare motivează forma operatorilor de mai jos

B1(u) = −J−1D∗
ijuj,i, B2(φ) = J−1A∗

ijφ,ji − J−1ξ∗φ,

B3(φ) = −J−1D∗
ijεjikφk, B4(θ) = J−1F ∗θ, B5(P ) = −J−1 g̃1

ϱ
P,

B6(T ) = −J−1N∗
ijTj,i, B7(C) = −J−1N ′∗

ijCj,i.

(4.4.12)

Următorii operatori sunt definit, i pe baza ecuat, iilor (4.4.8)3 pentru cele trei componente ale vectorului
de microrotat, ie

C1
j (u) = I−1

ij εimnA
∗
mnrsus,r, C2

j (φ) = I−1
ij εimnD

∗
mnφ,

C3
j (φ) = I−1

ij C
∗
jirsφs,rj + I−1

ij εimnA
∗
mnrsεsrkφk,

C4
j (θ) = −I−1

ij εimna
∗
mnθ, C5

j (P ) = I−1
ij εimn

dmn
ϱ
P.

(4.4.13)

Cele două seturi de operatori de mai jos sunt motivate de ecuat, iile (4.4.8)4 s, i (4.4.8)5 pentru tempe-
ratură s, i potent, ialul chimic. Dacă impunem condit, ia a

ϱ ̸= 0, atunci are loc

D1(v) = −a−1aijvj,i, D2(ψ) = −a−1Fψ,

D3(ψ) = −a−1aijεjikψk, D4(θ) =
a−1

T0
kijθ,ji,

D5(P ) = −a−1ϖhijP,ji, D6(T ) =
a−1

T0
KijTj,i,

D7(C) = −a−1ϖHijCj,i

(4.4.14)

s, i
E1(v) = (dij + a−1ϖaij)vj,i, E2(ψ) = (g̃1 + a−1ϖF )ψ,

E3(ψ) = (dij + a−1ϖaij)εjikψk, E4(θ) = −a−1ϖ

T0
kijθ,ji,

E5(P ) = (ϱ+ a−1ϖ2)hijP,ji, E6(T ) = −a−1ϖ

T0
KijTj,i,

E7(C) = (ϱ+ a−1ϖ2)HijCj,i.

(4.4.15)
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În final, pentru ecuat, iile (4.4.8)6 s, i (4.4.8)7 pentru microtemperaturi s, i microconcentrat, ii, vom consi-
dera două cazuri. În primul caz, dacă C̃ s, i Λ/C̃ = B − R̃C̃−1R̃ sunt ambele pozitiv definite, atunci
definim operatorii

F 2
i (ψ) = (Λ/C̃)−1(−Njiψ,j + R̃C̃−1(N ′

jiψ,j)), F 4
i (θ) = (Λ/C̃)−1(−k̃ijθ,j),

F 5
i (P ) = (Λ/C̃)−1R̃C̃−1(h̃ijP,j), F 6

i (T ) = (Λ/C̃)−1(PjiklTl,kj − K̃ijTj),

F 7
i (C) = −(Λ/C̃)−1R̃C̃−1(FjiklCl,kj − H̃ijCj)

(4.4.16)

s, i

G2
i (ψ) = −C̃−1R̃(Λ/C̃)−1(−Njiψ,j)−

(
C̃−1 + C̃−1R̃(Λ/C̃)−1R̃C̃−1

)
(N ′

jiψ,j),

G4
i (θ) = −C̃−1R̃(Λ/C̃)−1(−k̃ijθ,j),

G5
i (P ) =

(
C̃−1 + C̃−1R̃(Λ/C̃)−1R̃C̃−1

)
(−h̃ijP,j),

G6
i (T ) = −C̃−1R̃(Λ/C̃)−1(PjiklTl,kj − K̃ijTj),

G7
i (C) =

(
C̃−1 + C̃−1R̃(Λ/C̃)−1R̃C̃−1

)
(FjiklCl,kj − H̃ijCj).

(4.4.17)

În al doilea caz, dacă B s, i Λ/B = C̃− R̃B−1R̃ sunt ambele pozitiv definite, atunci definim operatorii

F 2
i (ψ) =

(
B−1 + B−1R̃(Λ/B)−1R̃B−1

)
(−Njiψ,j) + B−1R̃(Λ/B)−1(N ′

jiψ,j),

F 4
i (θ) =

(
B−1 + B−1R̃(Λ/B)−1R̃B−1

)
(−k̃ijθ,j),

F 5
i (P ) = −B−1R̃(Λ/B)−1(−h̃ijP,j),

F 6
i (T ) =

(
B−1 + B−1R̃(Λ/B)−1R̃B−1

)
(PjiklTl,kj − K̃ijTj),

F 7
i (C) = −B−1R̃(Λ/B)−1(FjiklCl,kj − H̃ijCj)

(4.4.18)

s, i
G2
i (ψ) = (Λ/B)−1[−N ′

jiψ,j − R̃B−1(−Njiψ,j)],

G4
i (θ) = (Λ/B)−1R̃B−1(k̃ijθ,j),

G5
i (P ) = (Λ/B)−1(−h̃ijP,j),

G6
i (T ) = −(Λ/B)−1R̃B−1(PjiklTl,kj − K̃ijTj),

G7
i (C) = (Λ/B)−1(FjiklCl,kj − H̃ijCj).

(4.4.19)

Problema la limită cu date init, iale poate fi transformată în următoarea ecuat, ie în spatiul Hilbert H

dU
dt

= AU(t) + F(t), U(0) = U0, (4.4.20)

unde

U = (ui, vi, φ, ψ, φi, ψi, θ, P, Ti, Ci) ,

U0 =
(
u0i , v

0
i , φ

0, ψ0, φ0
i , ψ

0
i , θ

0, P 0, T 0
i , C

0
i

)
,

F =

(
0, fi, 0, J

−1ρl, 0, I−1
ij ρgi,

a−1

T0
ρs,−a−1ϖ

T0
ρs,−(Λ/C̃)−1(ρGi), C̃−1R(Λ/C̃)−1(ρGi)

)
în primul caz s, i

F =

(
0, fi, 0, J

−1ρl, 0, I−1
ij ρgi,

a−1

T0
ρs,−a−1ϖ

T0
ρs,
(
B−1 + B−1R(Λ/B)−1RB−1

)
(−ρGi),

(Λ/B)−1RB−1 (ρGi)
)
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în al doilea caz. Avem

A =



0 Id 0 0 0 0 0 0 0 0
A1
i 0 A2

i 0 A3
i 0 A4

i A5
i 0 0

0 0 0 Id 0 0 0 0 0 0
B1 0 B2 0 B3 0 B4 B5 B6 B7

0 0 0 0 0 Id 0 0 0 0
C1
i 0 C2

i 0 C3
i 0 C4

i C5
i 0 0

0 D1 0 D2 0 D3 D4 D5 D6 D7

0 E1 0 E2 0 E3 E4 E5 E6 E7

0 0 0 F 2
i 0 0 F 4

i F 5
i F 6

i F 7
i

0 0 0 G2
i 0 0 G4

i G5
i G6

i G7
i


(4.4.21)

În continuare vom verifica condit, iile din corolarul Lumer-Phillips. Vom arăta că A este un operator
disipativ s, i că H este codomeniul operatorului Id−A. Dacă operatorul este disipativ, atunci energia
sistemului este descrescătoare, potrivit sursei [81]. Prin definit, ie, un operator este disipativ dacă
satisface inegalitatea din lema de mai jos.

Lema 4.4.1 În cazul termoelasticităt, ii microstretch cu difuzie, microtemperaturi s, i microconcentrat, ii,
operatorul A satisface inegalitatea

⟨AU ,U⟩ ≤ 0

oricare ar fi U ∈ D(A).

Pentru a demonstra a doua condit, ie din corolarul Lumer-Phillips, va fi necesar să rezolvăm un sistem
cu ajutorul lemei Lax-Milgram. Prin urmare, vom arăta că o anumită formă biliniară este mărginită
inferior, ceea ce rezultă dacă presupunem că∫

Ω

[(
Aijrs −

dijdrs
ϱ

)
erseij +

(
Cijrs −

fijfrs
ϱ

)
κijκrs +

(
Aij −

f̃if̃j
ϱ

)
ζiζj+

+ 2

(
Dij −

g̃1dij
ϱ

)
eijφ+

(
ξ − g̃21

ϱ

)
φ2

]
dV ≥

≥ c0

∫
Ω

(
eijeij + κijκij + ζiζi + φ2

)
dV.

(4.4.22)

Lema 4.4.2 În cazul termoelasticităt, ii microstretch cu difuzie, microtemperaturi s, i microconcentrat, ii,
operatorul A satisface următoarea proprietate

Range(Id−A) = H, (4.4.23)

unde Id este operatorul identitate pe H.

Teorema 4.4.1 Operatorul A generează un semigrup de contract, ii pe H.

Rezultatul de mai jos este o aplicare a teoremei din [57, p. 84].

Teorema 4.4.2 Să presupunem că A generează un semigrup de contract, ii C0 în H, U0 ∈ D(A) s, i
F ∈ C1 ([0,∞),H). Atunci există o unică solut, ie U ∈ C1 ([0,∞),H) cu valori în D (A).

Observat, ia 4.4.1 Avem următorul rezultat de dependent,ă continuă a solut, iei de datele init, iale s, i de
încărcări

||U(t)||H ≤ ||U0||H +

∫ t

0
||F(τ)||Hdτ (4.4.24)

deoarece A generează un semigrup de contract, ii C0.
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4.5 Dependent,a continuă a solut, iei de datele init, iale s, i externe în cazul izo-
trop

Rezultatele din această sect, iune au fost publicate în [22].

Vom deduce ecuat, iile constitutive în cazul corpurilor izotrope s, i omogene, cu centru de simetrie. În
acest scop, vom urmări [77] s, i vom considera

Aijkm = λδijδkm + (µ+ κ)δikδjm + µδimδjk,

Cijkm = C̃1δijδkm + C̃2δikδjm + C̃3δimδjk,

Dij = D1δij , Eij = Eδij , aij = A4δij , N ′
ij = N ′

1δij ,

Aij = A5δij , bij = B̃4δij , Nij = N1δij ,

Bij = B̃5δij , Rij = Rδij , Cij = C̃4δij , dij = D2δij .

(4.5.1)

Ecuat, iile constitutive pentru materiale cu un centru de simetrie în cazul izotrop sunt

tij = λδijerr + (µ+ κ)eij + µeji −
D2

2

ϱ
errδij +

(
D1 −

D2g̃1
ϱ

)
δijφ−

−
(
A4 −

D2ϖ

ϱ

)
δijθ +

D2

ϱ
δijP,

mij = C̃1δijκrr + C̃2κij + C̃3κji,

hi = A5ζi −N1Ti −N ′
1Ci,

g = −
(
D1 −

D2g̃1
ϱ

)
eii −

(
ξ − g̃21

ϱ

)
φ+

(
F − g̃1ϖ

ϱ

)
θ − g̃1

ϱ
P,

ρS =

(
A4 −

D2ϖ

ϱ

)
eii +

(
F − g̃1ϖ

ϱ

)
φ+

(
a+

ϖ2

ϱ

)
θ +

ϖ

ϱ
P,

ρεi = −N1ζi − B̃5Ti −RCi,

ρωi = −C̃4Ci −RTi −N ′
1ζi,

C =
1

ϱ
P − D2

ϱ
eii −

g̃1
ϱ
φ+

ϖ

ϱ
θ

(4.5.2)

s, i
qi = kθ,i + k1Ti,

ηi = hP,i + h1Ci,

Qi = (k − k3)θ,i + (k1 − k2)Ti,

σ̃i = (h− h3)P,i + (h1 − h2)Ci,

qij = −k4Tk,kδij − k5Ti,j − k6Tj,i,

ηij = −h4Ck,kδij − h5Ci,j − h6Cj,i

(4.5.3)

Ecuat, iile de mis, care devin

ρüi = (µ+ κ)∆ui +

(
λ+ µ− D2

2

ϱ

)
uj,ji −

(
A4 −

D2ϖ

ϱ

)
θ,i −

−D2

ϱ
P,i + ρfi+

+ κεijkφk,j +

(
D1 −

g̃1D2

ϱ

)
φ,i,

(4.5.4)

(
A5∆− ξ +

g̃21
ϱ

)
φ+

(
g̃1D2

ϱ
−D1

)
ui,i −N1Ti,i +

(
F − g̃1ϖ

ϱ

)
θ−

−N ′
1Ci,i −

g̃1
ϱ
P + ρl = Jφ̈,

(4.5.5)
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C̃2∆φi +
(
C̃1 + C̃3

)
φj,ji + κεijkuk,j − 2κφi + ρgi = I1φ̈i, (4.5.6)

(
a+

ϖ2

ϱ

)
T0θ̇ +

ϖT0
ϱ

Ṗ = −
(
A4 −

D2ϖ

ϱ

)
T0u̇i,i + k∆θ + k1Ti,i + ρs+

+

(
ϖg̃1
ϱ

− F

)
T0φ̇,

(4.5.7)

ϖ

ϱ
θ̇ +

1

ϱ
Ṗ = −−D2

ϱ
u̇k,k + h∆P + h1Ci,i +

g̃1
ϱ
φ̇, (4.5.8)

B̃5Ṫk +RĊk = k6∆Tk + (k4 + k5)Tj,jk − k2Tk − k3θ,k − ρGk −N1φ̇,k, (4.5.9)

RṪi + C̃4Ċi = h6∆Ci + (h4 + h5)Cj,ji − h2Ci − h3P,i −N ′
1φ̇,i. (4.5.10)

Urmând pas, ii din [67], vom folosi mărimile adimensionale

x′i =
1

l0
xi, t′ =

c1
l0
t, u′i =

1

l0
ui, φ′

i = φi, φ′ = φ,

θ′ =
1

T0
θ, T ′

i = Til0, P ′ =
1

P0
P, C ′

i = Cil0,

(4.5.11)

unde l0 este o lungime standard. Prin renunt,area la semnul de apostrof, ecuat, iile devin în formă adi-
mensională

α1∆ui + α̃1uj,ji + γ1εijkφk,j + γ2φ,i + k̃1θ,i + γ5P,i + F̃i = üi, (4.5.12)

α4∆φ− γ2ui,i − κ3Ti,i + κ4θ − pP − ñ′1Ci,i + α5φ+H = J0φ̈, (4.5.13)

α2∆φi + α3φj,ji + γ1εijkuk,j − 2γ1φi +Φi = I0φ̈i, (4.5.14)

K∆θ + κ5Ti,i + κ̃1u̇i,i − κ4φ̇− ξ1θ̇ − γ6Ṗ = −Q0, (4.5.15)

κ6∆Tk + κ7Ti,ik − κ3φ̇,k − ξ3Ṫk − c̃Ċk − ξ4θ,k − ξ2Tk = R̃k, (4.5.16)

c̃Ṫi +H0Ċi = H6∆Ci +H4Cj,ji −H3P,i −H2Ci − ñ′1φ̇,i, (4.5.17)

q1Ṗ + γ6θ̇ − γ5u̇i,i − pφ̇ = q7∆P + q8Ci,i, (4.5.18)

unde coeficient, ii au următoarele expresii

α1 =
µ+ κ

ρc21
, α̃1 =

1

ρc21

(
λ+ µ− D2

2

ϱ

)
, γ1 =

κ

ρc21
,

γ2 =
1

ρc21

(
D1 −

g̃1D2

ϱ

)
, κ̃1 =

T0
ρc21

(
D2ϖ

ϱ
−A4

)
,

γ5 =
D2P0

ϱρc21
, F̃i =

l0fi
c21

, α4 =
A5

l20c
2
1ρ
, κ3 =

N1

l20c
2
1ρ
, κ4 =

T0
c21ρ

(
F − g̃1ϖ

ϱ

)
,

α5 =
1

c21ρ

(
g̃21
ϱ

− ξ

)
, H =

l

c21
, J0 =

J

l20ρ
,

p =
g̃1P0

ϱc21ρ
, α2 =

C̃2

l20c
2
1ρ
, α3 =

1

l20c
2
1ρ

(
C̃1 + C̃3

)
, Φi =

gi
c21
, (4.5.19)
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I0 =
I1
ρl20

, K =
kT0
l0ρc31

,

κ5 =
k1
l0ρc31

, ξ1 =
T 2
0

ρc21

(
a+

ϖ2

ϱ

)
, γ6 =

ϖT0P0

ϱρc21
, Q0 =

l0s

c31
,

κ6 =
k6
ρl30c

3
1

, κ7 =
k4 + k5
ρl30c

3
1

, ξ3 =
B̃5

ρl20c
2
1

, c̃ =
R

ρl20c
2
1

, R̃k =
Gk
c31
,

ξ4 =
k3T0
ρl0c31

, ξ2 =
k2
ρl0c31

, H0 =
C̃4

l20ρc
2
1

, H6 =
h6
l30ρc

3
1

, H2 =
h2
l0ρc31

,

H4 =
h4 + h5
l30ρc

3
1

, H3 =
h3P0

l0ρc31
, q1 =

P 2
0

ϱρc21
, q7 =

hP 2
0

l0ρc31
, q8 =

h1P0

l0ρc31
.

Alături de ecuat, iile de mai sus vom considera condit, iile init, iale (4.1.22) s, i condit, iile la limită

ui = ūi φi = φ̄i φ = φ̄ θ = θ̄ Ti = T̄i P = P̄ Ci = C̄i (4.5.20)

pe ∂Ω × [0, t1], unde ūi, φ̄i, φ̄, θ̄, T̄i, P̄ , C̄i sunt funct, ii date s, i t1 este o constantă pozitivă dată. Vom
considera două solut, ii {u(α)i , φ

(α)
i , φ(α), θ(α), T

(α)
i , P (α), C

(α)
i } ale ecuat, iilor de mai sus, corespunză-

toare sistemului de încărcări I(α) = {F̃ (α)
i ,Φ

(α)
i , H(α), Q

(α)
0 , R̃

(α)
i , ūi, φ̄i, φ̄, θ̄, T̄i, P̄ , C̄i, u

0(α)
i , u1(α)i ,

φ
0(α)
i ,φ1(α)

i ,φ0(α), φ1(α), θ0(α), T
0(α)
i , P 0(α), C

0(α)
i }, undeα = 1, 2. Se consideră funct, iile ui = u

(1)
i −

u
(2)
i , φi = φ

(1)
i − φ

(2)
i , φ = φ(1) − φ(2), θ = θ(1) − θ(2), Ti = T

(1)
i − T

(2)
i , P = P (1) − P (2),

Ci = C
(1)
i −C(2)

i . Prin urmare, {ui, φi, φ, θ, Ti, P, Ci} este o solut, ie a problemei corespunzătoare sis-
temului de date extern I = {F̃i,Φi, H,Q0, R̃i, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, u

0
i , u

1
i , φ

0
i , φ

1
i , φ

0, φ1, θ0, T 0
i , P

0, C0
i }

unde F̃i = F̃
(1)
i − F̃

(2)
i , Φi = Φ

(1)
i − Φ

(2)
i , H = H(1) −H(2), Q0 = Q

(1)
0 − Q

(2)
0 , R̃i = R̃

(1)
i − R̃

(2)
i ,

u0i = u
0(1)
i − u

0(2)
i , u1i = u

1(1)
i − u

1(2)
i , φ0

i = φ
0(1)
i − φ

0(2)
i , φ1(1)

i − φ
1(2)
i , φ0 = φ0(1) − φ0(2),

φ1 = φ1(1) − φ1(2), θ0 = θ0(1) − θ0(2), T 0
i = T

0(1)
i − T

0(2)
i , P 0 = P 0(1) − P 0(2), C0

i = C
0(1)
i − C

0(2)
i .

Această problemă va fi notată cu P .

În continuare vom stabili un rezultat de dependent,ă continuă pentru problema P . Ecuat, iile de mai
sus pot fi scrise în forma descrisă în lema următoare.

Lema 4.5.1 Ecuat, iile difuziei în termoelasticitatea microstretch cu microtemperaturi s, i microconcentrat, ii
în cazul izotrop sunt

πji,j + F̃i = üi,

sj,j + f +H = J0φ̈,

µji,j + εijkπjk +Φi = I0φ̈i,

Π̇ = Σj,j +Q0,

χ̇k = λrk,r +Σk − Γk + R̃k,

Ω̇i = η̃ji,j + η̃i − Σ̃i,

Ż = η̃i,iQ̃,

(4.5.21)
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unde
πji = (α̃1 − α1 + γ1)errδij + α1eji + (α1 − γ1)eij+

+ γ2φδij + k̃1θδij + γ5Pδij ,

f = −γ2err + κ4θ − pP + α5φ+ νiζi,

si = α4ζi − κ3Ti + ςεrsiκrs − νiφ− ñ′1Ci,

µji = τ̃κrrδij + (α3 − τ̃)κij + α2κji + ςεjikζk,

Σi = Kθ,i + κ5Ti,

Π = −κ̃1err + κ4φ+ ξ1θ + γ6P,

χk = −κ3ζk − ξ3Tk − c̃Ck,

Γk = (K − ξ4)θ,k + (κ5 − ξ2)Tk,

λjk = −κ6Tk,j − (κ7 − κ8)Tj,k − κ8Tr,rδjk,

Ωi = −c̃Ti −H0Ci − ñ′1φ,i,

η̃i = H8P,i +H9Ci,

Σ̃i = (H8 −H3)P,i + (H9 −H2)Ci,

η̃ji = −H6Ci,j −H10Cj,i − (H4 −H10)Ck,kδij ,

Z = q1P + γ6θ − γ5err − pφ.

(4.5.22)

Definim următoarele funct, ii, care vor fi utile în cele ce urmează

2U = (α̃1 − α1 + γ1)erress + α1eijeij + (α1 − γ1)ejieij+

+ 2γ2φerr + (α3 − τ̃)κjiκij + α2κijκij − α5φ
2 − 2νiφζi+

+ 2ςζkκijεijk + α4ζ
2
i + 2c̃CiTi + 2Pθγ6 + τ̃κrrκii

(4.5.23)

s, i
D = Kθ,iθ,i + (κ5 + ξ4)θ,iTi + ξ2TiTi + κ8Tr,rTs,s + (κ7 − κ8)Tj,iTi,j+

+ κ6Ti,jTi,j + (Q̃H9 +H3)P,iCi +H2CiCi + Q̃H8P,iP,i+

+H6Ci,jCi,j +H10Cj,iCi,j + (H4 −H10)Cr,rCs,s

(4.5.24)

Definim funct, ia ψ pe [0, t1] sub forma

ψ =
1

2

∫
Ω

(
u̇iu̇i + I0φ̇iφ̇i + J0φ̇

2 + 2U + ξ1θ
2 + ξ3TiTi+

+ H0C
2
i + q1P

2 + 2

∫ t

0
Ddt

)
dV

(4.5.25)

În plus, se consideră că U s, i D sunt forme pătratice pozitiv definite. Se definesc constantele pozitive
ϑ1, ϑ2,Λ1,Λ2 astfel încât

ϑ1(θ,iθ,i + TiTi + Ti,jTi,j + P,iP,i + CiCi + Ci,jCi,j) ≤ D ≤
≤ ϑ2(θ,iθ,i + TiTi + Ti,jTi,j + P,iP,i + CiCi + Ci,jCi,j)

(4.5.26)

Λ1(eijeij + κijκij + ζiζi + φ2) ≤ U ≤ Λ2(eijeij + κijκij + ζiζi + φ2)

oricare ar fi eij , κij , ζi, φ, θ,i, Ti, Ti,j , P,i, Ci, Ci,j s, i oricare ar fi t ∈ [0, t1].

Teorema 4.5.1 Fie {ui, φi, φ, θ, Ti, P, Ci} o solut, ie a problemei P . Atunci

ψ̇ =

∫
Ω

(
F̃iu̇i +Φiφ̇i +Hφ̇+Q0θ − R̃iTi

)
dV (4.5.27)
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Pentru următoarea teoremă definim următoarele funct, ii pe intervalul [0, t1]

P̃ =

[∫
Ω

(
F̃iF̃i +ΦiΦi +H2 +Q2

0 + R̃iR̃i

)
dV

]1/2
(4.5.28)

s, i

Υ =

{∫
Ω

[
u̇iu̇i + φ̇iφ̇i + φ̇2 + eijeij + κijκij + ζiζi + φ2 + C2

i + P 2 + θ2 + TiTi+

+

∫ t

0
(θ,iθ,i + TiTi + Ti,jTi,j + P,iP,i + CiCi + Ci,jCi,j) dt

]
dV
}1/2 (4.5.29)

Teorema 4.5.2 Dacă constantele ρ, I0, J0, ξ1, ξ3,H0, q1 sunt strict pozitive s, i U s, i D sunt pozitiv de-
finite, atunci există constantele pozitive ρ1 s, i ρ2 astfel încât

Υ(t) ≤ ρ1Υ(0) + ρ2

∫ t

0
P̃ (s)ds (4.5.30)

oricare ar fi t ∈ [0, t1).

4.6 Propagare de unde în medii elastice microstretch

Rezultatele din această sect, iune sunt cuprinse în lucrarea [27].

Considerăm, conform [18], [31]

ur(x, t) = ℜ{Are
iχ(xsns−νt)}, θ(x, t) = ℜ{Ceiχ(xsns−νt)},

Tr(x, t) = ℜ{Breiχ(xsns−νt)}, φ(x, t) = ℜ{Ieiχ(xsns−νt)},
φr(x, t) = ℜ{Freiχ(xsns−νt)}, P (x, t) = ℜ{Geiχ(xsns−νt)},
Cr(x, t) = ℜ{Hre

iχ(xsns−νt)},

(4.6.1)

unde A = (A1,A2,A3), B = (B1,B2,B3), F = (F1,F2,F3) s, i H = (H1,H2,H3). În formula de mai
sus, n este un vector unitate real care dă direct, ia de propagare.

Discutăm cazul unu dimensional. Obt, inem următorul sistem de ecuat, ii pentru constantele A1, C, B1,
I ,F1,G s, iH1 care apar în expresiile pentru deplasare, temperatură, microtemperatură, microdilatare,
microrotat, ie, potent, ial chimic s, i microconcentrat, ie.[

ρν2 − (µ+ κ)− (λ+ µ) +
D2

2

ϱ

]
A1 +

(
D2ϖ

ϱ
−A4

)
i

χ
C+

+

(
D1 −

g̃1D2

ϱ

)
i

χ
I +

D2

ϱ
· i
χ
G = 0,

(4.6.2)

A1

(
g̃1D2

ϱ
−D1

)
i

χ
+ C

(
F − g̃1ϖ

ϱ

)
1

χ2
−N1iχB1 −N ′

1iχH1+

+ I
[
−A5 −

ξ

χ2
+

g̃21
ϱχ2

+ Jν2
]
− g̃1
ϱχ2

G = 0,

(4.6.3)

F1

[
−
(
C̃2 − I1ν

2 +
2κ

χ2

)
−
(
C̃1 + C̃3

)]
= 0, (4.6.4)

A1

(
ϖD2

ϱ
−A4

)
T0ν + C

[(
a+

ϖ2

ϱ

)
T0
iν

χ
− k

]
+ B1k1

i

χ
+

+ I
[
−
(
ϖg̃1
ϱ

− F

)
T0
iν

χ

]
+ GϖT0

ϱ
· iν
χ

= 0,

(4.6.5)
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D2

ϱ
νA1 +

ϖiν

ϱχ
C + I

(
− g̃1
ϱ

· iν
χ

)
+

(
iν

ϱχ
− h

)
G +H1h1

i

χ
= 0, (4.6.6)

−Ck3
i

χ
+ B1

[
−(k4 + k5) +

(
−k6 + B̃5

iν

χ
− k2
χ2

)]
− IN1ν +H1Ri

ν

χ
= 0, (4.6.7)

B1R
iν

χ
− Gh3

i

χ
+H1

[
−(h4 + h5) +

(
C̃4
iν

χ
− h6 −

h2
χ2

)]
−N ′

1Iχ2ν = 0. (4.6.8)

Se observă că F1 este zero. Deoarece acest sistem algebric este omogen, este necesar ca determi-
nantul matricei sistemului să fie zero pentru a obt, ine solut, ii diferite de zero. Prin urmare, vom obt, ine
o ecuat, ie polinomială în necunoscuta ν.

Utilizând Mathematica, determinantul matricei în cazul decuplat pentru elasticitatea microstretch
este

∆(ν) = − 1

χ8ϱ
(−iν + χhϱ)(−λ− 2µ+ ν2ρ)(χκ− iaνT0)·

·
[
k2 + χ2(k4 + k5 + k6)− χiνB̃5

]
[h2 + χ2(h4 + h5 + h6)− χiνC̃4]·

· (−A5χ
2 + χ2Jν2 − ξ)

(4.6.9)

în cazul decuplat, cu D2 = 0, κ = 0, D1 = 0, A4 = 0, g̃1 = 0, N1 = 0, F = 0, N ′
1 = 0, ϖ = 0, k1 = 0,

h1 = 0,R = 0, k3 = 0.

În cazul decuplat, ecuat, ia ∆(ν) = 0 are următoarele rădăcini care satisfac condit, iile Re(ν) ≥ 0 s, i
Im(ν) ≤ 0, s, i anume

ν1 = −iχhϱ, ν2 =

√
λ+ 2µ

ρ
, ν3 = − iχk

aT0
,

ν4 =
1

iχB̃5

[k2 + χ2(k4 + k5 + k6)], ν5 =
1

χiC̃4

[h2 + χ2(h4 + h5 + h6)],

ν6 =
1

χ

√
1

J
(A5χ2 + ξ)

(4.6.10)

Pentru valoarea ν1, avem

u
(1)
1 = 0, θ(1) = 0, T

(1)
1 = 0, φ(1) = 0,

P (1) = ℜ
{

i

χh3
(h2 + χ2h4 + χ2h5 + χ2h6 − χ2hϱC̃4)e

iχ(x1n1−ν1t)
}
,

C
(1)
1 = ℜ{c1eiχ(x1n1−ν1t)}.

(4.6.11)

Pentru valoarea ν2, avem

u
(2)
1 = ℜ{c2eiχ(x1n1−ν2t)},

θ(2) = 0, T
(2)
1 = 0, φ(2) = 0, P (2) = 0, C

(2)
2 = 0.

(4.6.12)

Pentru valoarea ν3, avem

u
(3)
1 = 0, θ(3) = ℜ{c3eiχ(x1n1−ν3t)},

T
(3)
1 = 0, φ(3) = 0, P (3) = 0, C

(3)
1 = 0.

(4.6.13)

Pentru valoarea ν4, avem

u
(4)
1 = 0, θ(4) = 0, T

(4)
1 = ℜ{c4eiχ(x1n1−ν4t)},

φ(4) = 0, P (4) = 0, C
(4)
1 = 0.

(4.6.14)
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Pentru valoarea ν5, avem

u
(5)
1 = 0, θ(5) = 0, T

(5)
1 = 0, φ(5) = 0, P (5) = 0,

C
(5)
1 = ℜ{c5eiχ(x1n1−ν5t)}.

(4.6.15)

Pentru valoarea ν6, avem

u
(6)
1 = 0, θ(6) = 0, T

(6)
1 = 0,

φ(6) = ℜ{c6eiχ(x1n1−ν6t)}, P (6) = 0, C
(6)
1 = 0.

(4.6.16)

4.7 Cazul particular al termoelasticităt, ii cu microtemperaturi s, i microconcentrat, ii

Ecuat, iile de mis, care pentru modelul termoelasticităt, ii cu microtemperaturi s, i microconcentrat, ii în
cazul izotrop s, i omogen sunt

ρüi = µ∆ui + (µ+ λ)uj,ji − γ1θ,i − γ2P,i + ρfi,

cθ̇ + κṖ = −γ1u̇i,i + κ∗∆θ + κ∗1Ti,i + ρs,

κθ̇ +mṖ = −γ2u̇i,i + h∗∆P + h1Ci,i,

c1Ṫi + κ1Ċi = κ6∆Ti + (κ4 + κ5)Tj,ji − κ2Ti − κ3θ,i + ρµi,

κ1Ṫi +m1Ċi = h6∆Ci + (h4 + h5)Cj,ji − h2Ci − h3P,i

(4.7.1)

Vom calcula solut, ii de tip undă plană progresivă armonică în timp pentru materiale descrise de acest
model matematic. Prin urmare, considerăm solut, ii ale sistemului de ecuat, ii cu derivate part, iale de
forma

ur(x, t) = ℜ{A′
re
iχ(xsns−νt)}, θ(x, t) = ℜ{C′eiχ(xsns−νt)},

Tr(x, t) = ℜ{B′
re
iχ(xsns−νt)}, P (x, t) = ℜ{G′eiχ(xsns−νt)},

Cr(x, t) = ℜ{H′
re
iχ(xsns−νt)},

(4.7.2)

unde A′ = (A′
1,A′

2,A′
3), B′ = (B′

1,B′
2,B′

3) s, i H′ = (H′
1,H′

2,H′
3) sunt constante s, i au valori com-

plexe. În formula de mai sus, n este un vector unitate real care dă direct, ia de propagare. În plus, ν
este un număr complex de forma

ν = ℜ(ν) + iℑ(ν), (4.7.3)

cu
ℜ(ν) ≥ 0, ℑ(ν) ≤ 0. (4.7.4)

Vom considera cazul unu dimensional. Vom presupune că axa x1 coincide cu direct, ia de propagare.

Matricea sistemului algebric liniar s, i omogen este

ρν2 − 2µ− λ −γ1 iχ 0 −γ2 iχ 0

−γ1ν c iνχ − κ∗ κ∗1
i
χ κ iνχ 0

−γ2ν κ iνχ 0 m iν
χ − h∗ h1

i
χ

0 −κ3 iχ
−(κ4+κ5)+

(−κ6+c1 iν
χ
− κ2

χ2 )
0 κ1i

ν
χ

0 0 κ1
iν
χ −h3 iχ

−(h4+h5)+

(m1
iν
χ
−h6− h2

χ2 )


. (4.7.5)

Această matrice se înmult,es, te cu vectorul (A′
1, C′,B′

1,G′,H′
1).

În Mathematica, se defines, te matricea, iar determinantul se calculează în cazul decuplat cu ajuto-
rul instruct, iunii Det. Se calculează valorile lui ν pentru care determinantul este nul. Pentru fiecare
valoare a lui ν, evaluăm matricea s, i calculăm solut, ia asociată sistemului liniar de ecuat, ii cu ajuto-
rul instruct, iunii NullSpace. În Mathematica, timpul necesar pentru aceste evaluări este calculat cu
ajutorul instruct, iuniiAbsoluteT iming s, i este 0.00925124 secunde.
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Considerăm că avem coeficient, i de cuplare nuli

γ1 = 0, γ2 = 0, κ = 0, κ∗1 = 0,

h1 = 0, κ1 = 0, κ3 = 0, h3 = 0.
(4.7.6)

Cu ajutorul Mathematica, obt, inem următoarea expresie pentru determinantul matricei în cazul de-
cuplat

∆0(ν) =
1

χ6
i (−χκ∗ + icν)

(
iκ2 + iχ2κ4 + iχ2κ5 + iχ2κ6 + c1χν

)
·

·
(
−h2 − χ2h4 − χ2h5 − χ2h6 + iχm1ν

) (
λ+ 2µ− ρν2

)
(−χh∗ + iνm) .

(4.7.7)

În cazul decuplat, obt, inem următoarele rădăcini ale ecuat, iei∆0(ν) = 0, care satisfac condit, iileRe(ν) ≥
0 s, i Im(ν) ≤ 0

ν1 = −iχκ
∗

c
, ν2 = −i χ

c1

(
κ4 + κ5 + κ6 +

κ2
χ2

)
,

ν3 = −i χ
m1

(
h4 + h5 + h6 +

h2
χ2

)
, ν4 =

√
λ+ 2µ

ρ
, ν5 = −iχh

∗

m
.

(4.7.8)

Pentru valoarea ν1, avem
u
(1)
1 = 0, θ(1) = ℜ{c1′eiχ(xsns−ν1t)},

T
(1)
1 = 0, P (1) = 0, C

(1)
1 = 0.

(4.7.9)

Pentru valoarea ν2, avem

u
(2)
1 = 0, θ(2) = 0, T

(2)
1 = ℜ{c2′eiχ(xsns−ν2t)},

P (2) = 0, C
(2)
1 = 0.

(4.7.10)

Pentru valoarea ν3, avem
u
(3)
1 = 0, θ(3) = 0, T

(3)
1 = 0,

P (3) = 0, C
(3)
1 = ℜ{c3′eiχ(xsns−ν3t)}.

(4.7.11)

Pentru valoarea ν4, avem

u
(4)
1 = ℜ{c4′eiχ(xsns−ν4t)}, θ(4) = 0, T

(4)
1 = 0,

P (4) = 0, C
(4)
1 = 0.

(4.7.12)

Pentru valoarea ν5, avem
u
(5)
1 = 0, θ(5) = 0, T

(5)
1 = 0,

P (5) = ℜ{c5′eiχ(xsns−ν5t)}, C(5)
1 = 0.

(4.7.13)

Considerăm valorile pentru constante din Bazarra et al. [10].

Pentru valoarea constantei ν1, obt, inem θ(x, t) = e−tcos(x). Pentru valoarea constantei ν2, obt, inem
T1(x, t) = e−2tcos(x). Pentru valoarea constantei ν3, obt, inem C1(x, t) = e−4tcos(x). Pentru va-
loarea constantei ν4, obt, inem u1(x, t) = cos(50

√
3t − x). Pentru valoarea constantei ν5, obt, inem

P (x, t) = e−tcos(x).

Mai jos este codul cu ajutorul căruia se trasează graficul funct, iei temperatură.

nu1 = −i ∗ chi ∗ kappas/c;
theta = Simplify [Re [ComplexExpand[1 ∗ Exp[I ∗ chi ∗ (x− nu1 ∗ t)]]] ,

Element[{x, t}, Reals]]
Plot3D[theta, {x, 0, 10}, {t, 0, 10}]

(4.7.14)

Obt, inem graficele de mai jos pentru comportarea funct, iilor care descriu temperatura s, i deplasarea.
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Figura 4.1 – Temperatura

Figura 4.2 – Deplasarea

4.8 Concluzie

Noutatea acestei sect, iuni constă în introducerea conceptelor de difuzie s, i microconcentrat, ii în mo-
delul matematic al termoelasticităt, ii microstretch cu microtemperaturi. Această cercetare poate fi
continuată prin studierea în detaliu a tuturor proprietăt, ilor caracteristice ale modelului.



Capitolul 5

Medii termo-electro-elastice poroase
pentru studiul procesului de remodelare
osoasă

Dezvoltăm o teorie a mediilor continue termo-electro-elastice pentru un model al procesului de re-
modelare osoasă care îl extinde pe cel din [40] prin includerea câmpurilor electrice. Vom utiliza abor-
darea termodinamică de tip Green-Naghdi care utilizează conceptul de deplasare termică s, i o egali-
tate a entropiei în loc de o inegalitate a entropiei [87]. Pornind de la [40] s, i [56], studiem procesul de
remodelare osoasă în contextul termo-electro-elasticităt, ii s, i propunem noi legi ale impulsului, ener-
giei s, i entropiei. Deducem legi locale de echilibru, ipoteze constitutive, restrict, ii constitutive s, i studiem
cazul corpurilor cu izotropie transversală. Demonstrăm un rezultat de dependent,ă continuă pentru
un model matematic în cazul neliniar prin utilizarea inegalităt, ii Gronwall. Putem utiliza inegalitatea
Gronwall pentru demonstrarea unui rezultat de dependent,ă continuă s, i în cazul liniar [22].

Capitolul este organizat în cinci sect, iuni, prima fiind introducerea. A doua sect, iune prezintă ecuat, iile
de echilibru nou introduse, iar a treia sect, iune prezintă ipotezele constitutive s, i restrict, iile. În a patra
sect, iune analizăm cazul cu izotropie transversală pentru a studia propagarea de unde, iar în a cin-
cea sect, iune demonstrăm un rezultat de dependent,ă continuă în cazul neliniar. Rezultatele din acest
capitol sunt publicate în [28].

5.1 Ecuat, ii de echilibru

În această sect, iune vom propune ecuat, iile de echilibru pentru masă, moment, energie s, i entropie care
rezultă prin extinderea definit, iilor din [40] s, i [56]. Vom aplica aceste ecuat, ii matricei poroase B fără
fluid. Vom adăuga termeni de transfer în fiecare ecuat, ie pentru a modela interact, iunea dintre B s, i
fluidul intern. Notăm cu ∂B suprafat,a luiB s, i cu n normala unitate la suprafat,a ∂B.

Matricea osoasă B este modelată ca un mediu continuu elastic care este finit deformabil, conduce
căldura, este polarizabil din punct de vedere electric s, i interact, ionează cu câmpul electric. În plus,
ocupă la momentul de timp t regiunea închisă (mult, imea de puncte conexă) B = Bt în spat, iul eucli-
dianR3. RegiuneaB0 ocupată deB la un moment de timp (init, ial) fixat t0 va fi considerată configurat, ia
de referint,ă. Punctele materiale x sunt asociate cu pozit, iile lor X ∈ R3 înB0.

Un punct deasupra unei litere semnifică derivata materială în raport cu timpul. Notăm cu ‘∇x · ...’
operatorul spat, ial de divergent,ă s, i cu ‘∇X ·...’ operatorul material de divergent,ă. Simbolul d/dt indică
derivata materială în raport cu timpul, dv este elementul de volum infinitezimal s, i ds este elementul
de arie de suprafat,ă.

Pentru not, iunile de mai jos vom utiliza definit, iile din [40]. Mis, carea χ(t, X) dă pozit, ia x a particulei

75
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Tabelul 5.1 – Definit, ii ale cantităt, ilor mecanice

B structura matricială poroasă s, i solidă
B = Bt configurat, ia spat, ială la momentul de timp t pentru B
B0 configurat, ia de referint,ă pentru B
ν fract, iunea de volum a materialului matricial înB
γ densitatea materialului din care este constituitB
ρ densitatea medie ρ pentruB (ρ = γν)
c rata la care masa pe unitate de volum este adăugată sau îndepărtată dinB
τ tensorul de tensiune Cauchy
b fort,a masică pe unitate de masă
p fort,a pe care o aplică fluidul asupra structurii matriciale poroaseB

X la momentul de timp t
x = χ(t, X) . (5.1.1)

Viteza este dată de
v = ẋ =

∂χ

∂t
(5.1.2)

s, i gradientul de deformat, ie F de
F =

∂χ

∂X
. (5.1.3)

În plus, J = detF > 0 pe B̄ × I . Gradientul vitezeiL este dat de

L =
∂v

∂x
(5.1.4)

s, i prin formula de derivare a funct, iilor compuse obt, inem

Ḟ = LF . (5.1.5)

În plus, obt, inem
(∇x · v) detF = (trL) detF =

.

detF . (5.1.6)

Partea simetrică D̃ a luiL este tensorul care descrie rata de deformat, ie

D̃ =
1

2
(L+LT ) . (5.1.7)

La fel ca în [40] s, i [58], vom presupune că densitatea ρ a matricei poroaseB este exprimată în forma

ρ = γν , (5.1.8)

unde γ este densitatea materialului din care este constituit matricea poroasă s, i ν, astfel încât 0 ≤
ν ≤ 1, este fract, iunea de volum a acestui material. La fel ca în [58], atât γ, cât s, i ν pot fi considerate
variabile.

5.1.1 Forme integrale ale ecuat, iilor de echilibru

Ecuat, ia de echilibru pentru masa structurii matriciale poroaseB fără fluid este dată de

d

dt

∫
B
γν dv =

∫
B
c dv. (5.1.9)

Calculând derivata în (5.1.9), obt, inem ecuat, ia
.
γν +γν∇x · v = c , (5.1.10)
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Tabelul 5.2 – Definit, ii pentru cantităt, ile electrice [56]

ϕ potent, ialul electric pe unitate de volum
ϵ0 permitivitate electrică în vid
EM = −∇xϕ câmp electric Maxwell quasistatic [109, p.589]
P vector de polarizare electrică pe unitate de volum
π = P /ρ vector de polarizare electrică pe unitate de masă
D = ϵ0E

M + P vector de deplasare electrică
TE tensor de tensiune Maxwell

care prin (5.1.6) este echivalentă cu
.

γν detF = c detF . (5.1.11)

Se adaugă masă corpului, deci teorema de transport clasică trebuie scrisă în forma modificată [40]

d

dt

∫
B
γν f dv =

∫
B
(γνḟ + cf) dv , (5.1.12)

unde f este o funct, ie arbitrară. Aceasta se reduce la teorema de transport uzuală a lui Reynolds când
c este zero. Putem demonstra (5.1.12) utilizând (5.1.10).

Vom introduce legea lui Gauss (ecuat, ia sarcinii electrice)∫
B
∇x ·Ddv = 0 (5.1.13)

s, i legea lui Faraday în formă quasistatică ∫
C
EM · dl = 0. (5.1.14)

Prin extinderea definit, iilor din [40], [56] s, i [109], vom considera că structura matricială poroasă sa-
tisface următoarea ecuat, ie de echilibru a momentului

d

dt

∫
B
γνv dv =

∫
∂B
τn ds+

∫
B
γνb dv+

+

∫
B
(p+ cv) dv +

∫
B
P · ∇xE

M dv.

(5.1.15)

Prin extinderea definit, iilor din [40], [56] s, i [109], vom presupune că structura matricială poroasă sa-
tisface următoarea ecuat, ie a energiei

d

dt

∫
B
ρ(e+

1

2
v · v) dv =

∫
B
ρ(b · v + r) dv+

+

∫
∂B

(v · τn− q · n) ds+
∫
B
(p · v +

1

2
cv · v + ce+ h) dv+

+

∫
B
EM · ρπ̇ dv +

∫
B

(
P · ∇xE

M
)
· v dv.

(5.1.16)

Extinzând definit, ia din [60], vom presupune că egalitatea entropiei are forma

d

dt

∫
B
ρη dv =

∫
B
ρ(s+ ξ) dv −

∫
∂B
k ds+

∫
B

(
h

θ
+ cη

)
dv. (5.1.17)

Nu în ultimul rând,
k = p · n. (5.1.18)
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Tabelul 5.3 – Definit, ii pentru cantităt, ile termice [56]

α deplasare termică [60]
β = ∇Xα gradientul material al deplasării termice [60]
T = α̇ temperatura empirică (‘rata deplasării termice’ [60])
γ = ∇xT gradientul spat, ial al temperaturii empirice
θ temperatura absolută
g = ∇xθ gradientul spat, ial al temperaturii absolute
b fort,a masică externă pe unitate de masă
r rata externă a sursei de căldură pe unitatea de masă
s = r/θ rata externă a sursei de entropie pe unitate de masă
ξ rata internă a sursei de entropie pe unitate de masă
q vectorul flux de căldură pe unitate de arie
p vectorul flux de entropie pe unitate de arie
i vectorul flux de entropie suplimentară pe unitate de arie
η densitatea entropiei pe unitatea de masă
e densitatea energiei interne pe unitate de masă
h̄ transfer de energie între matrice s, i fluid
¯̄h parte din h̄ care contribuie la producerea de entropie
h = h̄− ¯̄h parte din h̄ care nu contribuie la producerea de entropie

5.1.2 Legi de echilibru locale

Considerând că avem condit, ii suficiente de regularitate s, i utilizând (5.1.12), teorema divergent,ei s, i
teorema de localizare, formele integrale ale legilor de echilibru pentru masă, moment liniar, moment
al impulsului, entropie s, i energie, adică ecuat, iile (5.1.9), (5.1.15), (5.1.17), (5.1.16), (5.1.13) s, i (5.1.14)
conduc la sistemul de ecuat, ii

ρ̇+ ρ∇x · v = c,

ρv̇ = ∇x · τ + ρb+ p+ P · ∇xE
M ,

skw τ + skwTE = 0,

ρη̇ = ρ(s+ ξ)−∇x · p+ h/θ,

ρė = τ ·L−∇x · q + ρr + h+EM · ρπ̇,

∇x ×EM = 0,

∇x ·D = 0,

(5.1.19)

unde densitatea energiei interne e este dată de

e = ψ + θη +EM · π. (5.1.20)

Potrivit sursei [56], tensorul de tensiune Maxwell TE este

TE =D ⊗EM − 1

2
ϵ0
(
EM ·EM

)
I (5.1.21)

s, i tensorul de tensiune totală σ este
σ = τ + TE . (5.1.22)

Vom obt, ine ecuat, ia redusă a energiei prin eliminarea lui r din ecuat, iile (5.1.19)4, (5.1.19)5 s, i utilizând
(5.1.20)

ρ(ψ̇ + θ̇η) + ρθξ − τ ·L+∇x · q − θ∇x · p− h+ ĖM · P = 0, (5.1.23)
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unde transferul de energie între matrice s, i fluid este caracterizat de termenul de producere a entropiei

h = h− h. (5.1.24)

Pentru a pune în evident,ă faptul că nu tot transferul de energie h̄ contribuie la producerea de entropie,
vom presupune că h̄ ≥ ¯̄h, adică

h ≥ 0. (5.1.25)

La fel ca în [56], definim deplasarea termică

α = α(X, t) =

∫ t

0
T (X, τ)dτ + α0(X), t > 0. (5.1.26)

În teoria Green-Naghdi de tip II avem

q(X, t) = −λ∇α(X, t), λ > 0, (5.1.27)

iar în teoria Green-Naghdi de tip III avem

q(X, t) = −λ∇α(X, t)− k∇α̇(X, t). (5.1.28)

5.2 Ipoteze constitutive s, i restrict, ii

Densitatea energiei libere Gibbs specifice pe unitatea de masă este dată de

ψ = e− θη −EM · π. (5.2.1)

Vom formula ipoteze constitutive similare cu cele pentru solide elastice, dar vom adăuga totodată o
variabilă independentă care reprezintă o măsură a fract, iunii de volum a structurii matriciale. Conform
[40], vom considera că

ν0 ≡ νJ (5.2.2)

reprezintă fract, iunea de volum a materialului din matrice în configurat, ia de referint,ă fără deformare
s, i în ipoteza că γ este constantă. Într-adevăr, definit, ia (5.2.2) este valabilă doar pentru o densitate γ
constantă a structurii matriciale. Dacă înlocuim definit, ia (5.2.2) în ecuat, ia de echilibru a masei (5.1.11),
atunci obt, inem o relat, ie între ν0 s, i c conform [40]

ν̇0 =
c

γ
J . (5.2.3)

Dorim să punem în evident,ă că ν0 este o nouă notat, ie pentru ξ din [40], care este motivată de egali-
tatea standard ρ0 = ρJ , unde J = detF .

Vom avea nevoie de ecuat, ii constitutive pentru energia liberă specifică ψ, entropie η, temperatură θ,
vectorul flux de entropie pe unitatea de arie p, vectorul flux de căldură pe unitatea de arie q, tensorul
tensiune pe unitatea de arie τ , rata internă a sursei de entropie pe unitate de masă ξ, termenul de
producere a entropiei h, rata c la care masa pe unitate de volum este adăugată sau îndepărtată s, i
vectorul polarizare electrică pe unitate de volum P . Vom presupune că fiecare dintre următoarele
cantităt, i

ψ, η, θ, p, q, τ , ξ, h, c, P (5.2.4)
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este o funct, ie obiectivă de variabilele (T, β, γ, F , EM , ν0)

ψ = ψ̂(T, β, γ, F , EM , ν0),
η = η̂(T, β, γ, F , EM , ν0),

θ = θ̂(T, β, γ, F , EM , ν0),

ξ = ξ̂(T, β, γ, F , EM , ν0),
q = q̂(T, β, γ, F , EM , ν0),
τ = τ̂ (T, β, γ, F , EM , ν0),

h = ĥ(T, β, γ, F , EM , ν0),
c = ĉ(T, β, γ, F , EM , ν0),

P = P̂ (T, β, γ, F , EM , ν0)

(5.2.5)

s, i vom considera următoarea formă generală a relat, iei constitutive pentru fluxul de entropie

p =
1

θ
q + i, (5.2.6)

unde i este de obicei numit flux de entropie suplimentar

i = î(T, β, γ, F , EM , ν0). (5.2.7)

Din relat, ia (5.2.6) vom obt, ine, la fel ca în [56]

∇x · q − θ∇x · p = g · p−∇x · (θi) (5.2.8)

s, i egalitatea redusă a energiei (5.1.23) conduce la

ρ(ψ̇ + θ̇η) + ρθξ − τ ·L+ g · p−∇x · (θi)− h+ ĖM · P = 0. (5.2.9)

Vom presupune că pentru temperatură constantă s, i fort,e masice nule există o configurat, ie de referint,ă
unică cu deformat, ie zero oricare ar fi ν0 s, i vom scrie această ipoteză constitutivă astfel

τ = τ̂ (T0, β0, 0, I, 0, ν0) = 0 . (5.2.10)

În continuare vom prezenta nis, te restrict, ii constitutive. Vom analiza restrict, iile impuse asupra funct, iilor
răspuns în cazul i = 0, vom stabili condit, ii pentru a satisface principiul obiectivităt, ii materiale si vom
utiliza principiul disipării pentru a obt, ine restrict, ii asupra ratei interne de producere a entropiei.

Dacă presupunem că i = 0, atunci egalitatea redusă a energiei (5.2.9) conduce la

ρ(ψ̇ + θ̇η) + ρθξ − τ ·L+ g · p− h+ ĖM · P = 0. (5.2.11)

La nivel formal, noutatea acestei abordări fat,ă de rezultatele din [56] constă în introducerea variabilei
independente ν0 pentru a măsura fract, iunea de volum a structurii matriciale.

În continuare, vom avea nevoie de următoarea ipoteză din [60, (7.2)]

∂θ̂

∂T
> 0. (5.2.12)

Observat, ia 5.2.1 Funct, ia θ̂ este inversabilă din ipoteza (5.2.12), prin urmare putem înlocui dependent,a
de T prin θ în orice funct, ie răspuns [56].

Propozit, ia 5.2.1 Să presupunem că ecuat, iile constitutive (5.2.5) satisfac

q = θp (i = 0) (5.2.13)
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s, i (5.2.12). Prin urmare, dacă ecuat, ia redusă a energiei (5.2.9) are loc pentru orice proces p suficient
de neted, atunci avem următoarele restrict, ii asupra funct, iilor răspuns

ψ = ψ̂(T, β, F , EM , ν0) , θ = θ̂(T ), (5.2.14)

τ̂ = ρF
∂ψ̂

∂F
, P̂ = −ρ ∂ψ̂

∂EM
, η̂ = −∂ψ̂

∂θ
, (5.2.15)

ρ
∂ψ̂

∂β
· F Tγ + ρ

∂ψ̂

∂ν0
ν̇0 + ρ θ̂ ξ̂ + p̂ · ĝ − ĥ = 0, (5.2.16)

unde
ν̇0 = γ−1ĉ(T, β, γ, F , EM , ν0)J,

ĝ =
∂θ̂

∂T

(
F T
)−1

β̇.
(5.2.17)

În continuare vom studia principiul obiectivităt, ii. În acest sens, vom considera următoarele cantităt, i

β̇ = F Tγ = F T∇xT, (5.2.18)

E =
1

2

(
F TF − I

)
, W = F TEM , (5.2.19)

unde E este tensorul de deformat, ie Green-Lagrange. Dacă ψ este o funct, ională arbitrară care de-
pinde de cantităt, ile de referint,ă T,β, β̇,E,W , ν0, atunci este invariantă în raport cu o rotat, ie rigidă.
Invariant,a funct, ionalelor constitutive în raport cu rotat, iile rigide ale corpului deformat s, i polarizat asi-
gură satisfacerea principiului obiectivităt, ii. Prin urmare, fiecărei funct, ii răspuns obiective Ω̂ din (5.2.5)
îi asociem o funct, ie răspuns invariantă Ω̃ ∈

{
ψ̃, η̃, θ̃, ξ̃, q̃, τ̃ , h̃, c̃, P̃

}
prin intermediul egalităt, ii

Ω̃(T,β, β̇,E,W , ν0) := Ω̂(T,β,γ,F ,EM , ν0), (5.2.20)

unde legătura dintre (γ,F ,EM ) s, i (β̇,E,W ) este dată de ecuat, iile (5.2.18) s, i (5.2.19) s, i β̇,E,W
sunt independente. În continuare, vom utiliza ipoteza

∂θ̃

∂T
> 0. (5.2.21)

Propozit, ia 5.2.2 Să presupunem că funct, ionalele constitutive nu depind de reper s, i sunt invariante
în raport cu rotat, iile rigide ale corpului deformat s, i polarizat, adică sunt de forma

Ω = Ω̃(T,β, β̇,E,W , ν0). (5.2.22)

Să considerăm că au loc relat, iile
q = θp (5.2.23)

s, i (5.2.21) s, i să definim funct, ia răspuns energie internă ẽ ca în ecuat, ia (5.1.20). Dacă ecuat, ia redusă
a energiei (5.2.11) are loc pentru orice proces care este suficient de neted, atunci funct, iile răspuns
satisfac următoarele condit, ii

ψ = ψ̃(T,β,E,W , ν0), θ = θ̃(T ), (5.2.24)

ρ

[
∂ψ̃

∂E
F T +

∂ψ̃

∂W
⊗EM +

∂ψ̃

∂ν0
ν det(F )

(
F−1

)T]− F−1τ̃ = 0, (5.2.25)

ρ
∂ψ̃

∂W
F T + P̃ = 0, (5.2.26)
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η̃ = −∂ψ̃
∂θ
, (5.2.27)

ρ
∂ψ̃

∂β
· β̇ + ρ

∂ψ̃

∂ν0
ν̇0 + ρθ̃ξ̃ − h̃+ p̃ · ∂θ̃

∂T

(
F T
)−1

β̇ = 0. (5.2.28)

În continuare vom stabili restrict, ii asupra ratei interne a entropiei ξ prin intermediul principiului di-
sipării, care rezultă din al doilea principiu al termodinamicii. Din (5.2.28) se obt, ine

ρξ̃ = −1

θ̃

[
ρ
∂ψ̃

∂β
· β̇ + ρ

∂ψ̃

∂ν0
ν̇0 − h̃+ p̃ · ∂θ̃

∂T

(
F T
)−1

β̇

]
. (5.2.29)

Inegalitatea disipării ξ̃ ≥ 0 s, i ipoteza (5.1.25) conduc la(
ρ
∂ψ̃

∂β
+
∂θ̃

∂T
F−1p̃

)
· β̇ + ρ

∂ψ̃

∂ν0
ν̇0 − h̃ ≤ 0. (5.2.30)

La fel ca în cazul legii Fourier, considerăm că

ρ
∂ψ̃

∂β
+
∂θ̃

∂T
F−1p̃ = −kβ̇, k = k̃(T ) ≥ 0, (5.2.31)

∂ψ̃

∂ν0
= −k1ν̇0, k1 = k̃1(T ) ≥ 0, (5.2.32)

astfel încât inegalitatea de mai sus să fie îndeplinită. Putem defini T̄ = θ̃−1 deoarece funct, ia θ̃ este
inversabilă. Prin urmare, obt, inem

p̃ = −T̄ ′F

(
ρ
∂ψ̃

∂β
+ k̃β̇

)
, (5.2.33)

unde T̄ ′ = dT̄
dθ . Astfel, rezultă că

ξ̃ =
1

θ̃

(
k̃

ρ
β̇ · β̇ + k̃1ν̇

2
0 +

h̃

ρ

)
. (5.2.34)

În plus, obt, inem

q̃ = −θT̄ ′(θ)F

(
ρ
∂ψ̃

∂β
+ k̃F Tγ

)
. (5.2.35)

În comparat, ie cu modelul definit în [56], în acest model al termo-electro-elasticităt, ii pentru remode-
lare osoasă am introdus un termen care descrie producerea de entropie s, i derivata în raport cu timpul
a fract, iunii de volum a structurii matriciale în expresia ratei interne a entropiei pe unitatea de masă.

În continuare, vom utiliza definit, ia pentru tensiunea elastică din [56]

T := τ + P ⊗EM , (5.2.36)

undeEM =
(
F T
)−1

W . Prin urmare, obt, inem

τ̃ = ρF

[
∂ψ̃

∂E
F T +

∂ψ̃

∂W
⊗EM +

∂ψ̃

∂ν0
ν det(F )

(
F−1

)T]
, (5.2.37)

P̃ = −ρF ∂ψ̃

∂W
. (5.2.38)

Rezultă că

T = ρF

[
∂ψ̃

∂E
F T +

∂ψ̃

∂ν0
ν det(F )

(
F−1

)T]
. (5.2.39)

La fel ca în [56], avem
σ = T + ϵ0E

M ⊗EM − ϵ0
2

(
EM ·EM

)
I. (5.2.40)
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5.3 Dependent,ă continuă

În continuare vom utiliza strategia din [66] pentru a arăta dependent,a continuă de date în cazul ne-
liniar. Fie

P =
(
ρ,u, T, ϕ, ψ, η, τ ,P , q, c,p, b, r, h̄, ¯̄h

)
(5.3.1)

s, i
P̄ =

(
ρ̄, ū, T̄ , ϕ̄, ψ̄, η̄, τ̄ , P̄ , q̄, c̄, p̄, b̄, r̄, h̄, ¯̄h

)
(5.3.2)

două procese definite pe B̄ × [0, t1] care satisfac legile de echilibru pentru masă, moment liniar, mo-
mentul momentului, entropie s, i energie. În plus, definim funct, ia D pe [0, t1] prin

D =

∫
B

{
1

2
ρ0(v − v̄)2 + ρ0(ψ − ψ̄) + ρ0η(θ − θ̄)−

− τ̄ (F − F̄ ) + P̄ (EM − ĒM )
}

dv.
(5.3.3)

În plus, presupunem că funct, iile pe care le utilizăm sunt suficient de netede.

Introducem următoarea definit, ie

Γ(X, t) = |θ(X, t)− θ̄(X, t)|+ |β(X, t)− β̄(X, t)|+ |γ(X, t)− γ̄(X, t)|+
+ |F (X, t)− F̄ (X, t)|+ |EM (X, t)− ĒM (X, t)|+ |ν0(X, t)− ν̄0(X, t)|

(5.3.4)

oricare ar fi (X, t) ∈ B × [0, t1].

Teorema 5.3.1 Să presupunem că există o constantă δ > 0 astfel încât

Γ(X, t) < δ, (X, t) ∈ B × [0, t1],

(τki − τ̄ki)(vi − v̄i)nk +
1

θ
(q̄k − qk)(θ − θ̄)nk = 0 pe ∂B × (0, t1)

(5.3.5)

Atunci există constanteleM > 0,N > 0 s, i α2 > 0 astfel încât

||
(
v − v̄,F − F̄ ,EM − ĒM , θ − θ̄, ν0 − ν̄0,β − β̄,γ − γ̄

)
(·, t)||L2(B) ≤

≤
[
M ||

(
v − v̄,F − F̄ ,EM − ĒM , θ − θ̄, ν0 − ν̄0,β − β̄,γ − γ̄

)
(·, 0)||L2(B)+

+ N

∫ t

0
||(b− b̄,p− p̄, r − r̄)(·, s)||L2(B)ds

]
eα2t

(5.3.6)

oricare ar fi t ∈ [0, t1].



Capitolul 6

Concluzii finale. Contribut, ii originale.
Diseminarea rezultatelor. Direct, ii viitoare de
cercetare

6.1 Concluzii finale s, i contribut, ii originale

În această teză de doctorat am analizat modele matematice care descriu procese fizice complexe.
Acestea sunt caracterizate de sisteme de ecuat, ii cu derivate part, iale cu condit, ii init, iale s, i la limită. Am
demonstrat rezultate de unicitate, dependent,ă continuă, am studiat comportarea spat, ială a solut, iei
s, i propagarea de unde s, i am realizat simulări numerice. Expunem în continuare principalele contribut, ii
originale.

Am prezentat o abordare nouă de demonstrare a uncităt, ii solut, iei pentru medii micropolare. Am ex-
tins modelul matematic al mediilor micropolare prin considerarea unei deformat, ii de ordin fract, ionar.

Am studiat solut, iile problemei Saint-Venant pentru medii elastice dipolare poroase. Am studiat pro-
blema plană în cazul mediilor dipolare cu dublă porozitate s, i am realizat simulări numerice cu ajutorul
software-ului FreeFem++.

Am propus o extindere a rezultatelor lui Dafermos pentru medii termoelastice dipolare cu microtem-
peraturi s, i am studiat solut, ia cu energie finită. Am realizat simulări numerice în FreeFem++ pentru
un model matematic care caracterizează astfel de medii.

Am propus un model matematic pentru a caracteriza procesele termice s, i de difuzie la nivel macro s, i
micro în medii continue microstretch. Am demonstrat unicitatea solut, iei s, i am studiat comportarea
spat, ială a solut, iei în cazul anizotrop s, i non-centro-simetric. Am arătat dependent,a continuă a solut, iei
de datele init, iale s, i de încărcări în cazul în care materialul are un centru de simetrie s, i este fie anizo-
trop, fie izotrop. În plus, am analizat propagarea undelor în cazul izotrop s, i am utilizat software-ul
Mathematica pentru calcule s, i realizarea unor simulări numerice.

În final, am studiat procesul de remodelare osoasă în contextul mediilor termo-electro-elastice po-
roase. Am propus forme integrale s, i locale pentru ecuat, iile de mis, care, am analizat anumite ipoteze
constitutive s, i restrict, ii s, i am studiat corpurile cu izotropie transversală.

6.2 Diseminarea rezultatelor cercetării

Cercetarea inclusă în teza de doctorat s-a concretizat în 12 articole, din care 6 publicate în reviste
de specialitate (din care 5 cotate ISI şi unul indexat BDI), unul publicat sub formă de capitol de carte
(indexat BDI), unul acceptat sub formă de capitol de carte s, i 4 articole încă nepublicate. Rezultatele

84
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cercetării au fost prezentate la 11 conferint,e internat, ionale s, i alte manifestări s, tiint, ifice din Cehia
(Olomouc), Italia (Padova), Polonia (Vars, ovia), România (Bras, ov, Craiova, Poiana Bras, ov).

6.2.1 Articole incluse în teza de doctorat

1. Adina Chirilă, Ravi P. Agarwal, Marin Marin, Proving uniqueness for the solution of the problem
of homogeneous and anisotropic micropolar thermoelasticity, Boundary Value Problems, 2017
(2017), no. 3, 1-14, https ://link.springer.com/article/10.1186/s13661-016-0734-0 (Springer In-
ternational Publishing Switzerland) (cotat ISI)
– în anul 2019, factor de impact : 1.637, scor relativ de influență : 0.537, zona 1 (după IF) s, i zona

3 (după AIS) în subdomeniul Mathematics, zona 1 (după IF) s, i zona 3 (după AIS) în subdomeniul
Mathematics, Applied

– WOS : 000396134700001, Zbl 1357.35005, MR3591513, Scopus
2. Adina Chirilă, Generalized micropolar thermoelasticity with fractional order strain, Bulletin of the

Transilvania University of Braşov, Series III : Mathematics, Informatics, Physics, 10(59) (2017), no.
1, 83-90 (indexat BDI)
– Zbl 1399.74010, MR3680884

3. Marin Marin, Rahmat Ellahi, Adina Chirilă, On solutions of Saint-Venant’s problem for elastic di-
polar bodies with voids, Carpathian Journal of Mathematics, 33 (2017), no. 2, 199-212 (cotat ISI)
– în anul 2018, factor de impact : 0.878, scor relativ de influență : 0.250, zona 2 (după IF) s, i zona

3 (după AIS) în subdomeniul Mathematics, zona 3 (după IF s, i AIS) în subdomeniul Mathematics,
Applied

– WOS : 000411780600009, Zbl 1399.74007, MR3701222, Scopus
4. Adina Chirilă, Marin Marin, The theory of generalized thermoelasticity with fractional order strain

for dipolar materials with double porosity, Journal of Materials Science, 53 (2018), no. 5, 3470-
3482 (Springer US) (cotat ISI)
– în anul 2019, factor de impact : 3.442, scor relativ de influență : 1.292, zona 2 (după AIS s, i IF) în

subdomeniul Materials Science, Multidisciplinary
– WOS : 000417731300029, Scopus

5. Adina Chirilă, Marin Marin, Diffusion in microstretch thermoelasticity with microtemperatures and
microconcentrations, in Cristina Flaut, Šárka Hošková-Mayerová, Daniel Flaut (eds.) Models and
Theories in Social Systems. Studies in Systems, Decision and Control, 179 (2019), 149-164 (Sprin-
ger Cham) (indexat BDI)
– Scopus

6. Adina Chirilă, Marin Marin, Adriano Montanaro, On adaptive thermo-electro-elasticity within a
Green-Naghdi type II or III theory, Continuum Mechanics and Thermodynamics 31 (2019), no. 5,
1453-1475 (Springer Berlin Heidelberg) (cotat ISI)
– în anul 2017, factor de impact : 2.529, scor relativ de influență : 2.863, zona 1 (după AIS s, i IF) în

subdomeniul Mechanics, zona 1 (după AIS s, i IF) în subdomeniul Thermodynamics
– WOS : 000477680700009, Scopus

7. Marin Marin, Adina Chirilă, M. I. A. Othman, An extension of Dafermos’s results for bodies with
a dipolar structure, Applied Mathematics and Computation, 361 (2019), 680-688 (Elsevier) (cotat
ISI)
– în anul 2019, factor de impact : 3.092, scor relativ de influență : 0.978, zona 1 (după IF) s, i zona

3 (după AIS) în subdomeniul Mathematics, Applied
– WOS : 000474545500055, Scopus

8. Adina Chirilă, Marin Marin, Numerical algorithms in mechanics of generalized continua, in Cristina
Flaut (ed.) Algorithms as an approach of applied mathematics (2020), acceptat spre publicare

9. Marin Marin, Adina Chirilă, Lavinia Codarcea-Munteanu, On a thermoelastic material having a di-
polar structure and microtemperatures, 2019, în recenzie

10. Adina Chirilă, Marin Marin, Spatial behaviour of microstretch elastic materials with thermal and
mass diffusion, 2019, în recenzie

11. Adina Chirilă, Marin Marin, Model equations of diffusive microstretch thermoelasticity with mi-
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crotemperatures and microconcentrations, 2019, încă nepublicat
12. Adina Chirilă, Marin Marin, Wave propagation in diffusive microstretch thermoelasticity, 2019,

încă nepublicat

6.2.2 Prezentarea rezultatelor cercetării

� Workshop de Matematică s, i Informatică, a treia edit, ie, Bras, ov, 2017/02/28
– organizator : Universitatea Transilvania din Bras, ov
– prezentare : Proving uniqueness for the solution of the problem of homogeneous and anisotro-

pic micropolar thermoelasticity (articolul 1)
� BraMat 10th International Conference on Materials Science and Engineering, Bras, ov, 2017/03/8-

11
– organizator : Universitatea Transilvania din Bras, ov
– prezentare : The theory of generalized thermoelasticity with fractional order strain for dipolar

materials with double porosity (articolul 4)
– sect, iune : Ceramics, polymers and composite materials

� 3rd International Conference for Doctoral Students IPC 2017, Bras, ov, 2017/06/22-23
– organizatori : Universitatea Transilvania din Bras, ov s, i Universitatea Lucian Blaga din Sibiu
– prezentare : Generalized micropolar thermoelasticity with fractional order strain (articolul 2)
– sect, iune : Mathematics-Informatics

� Workshop de Matematică şi Informatică, a patra edit, ie, Bras, ov, 2018/02/28
– organizator : Universitatea Transilvania din Bras, ov
– prezentare : Diffusion in microstretch thermoelasticity with microtemperatures and microcon-

centrations (articolul 5)
� Seminar ştiint, ific de Fizică Matematică la Departamentul de Matematică Tullio Levi-Civita, Uni-

versitatea din Padova, Italia, 2018/05/08
– organizator : Universitatea din Padova
– prezentare : Model equations of diffusive microstretch thermoelasticity with microtempera-

tures and microconcentrations (articolele 5 s, i 11)
� International Conference on Mathematics and Computer Science 3rd edition MACOS 2018, Bras, ov,

2018/06/14-16
– organizator : Universitatea Transilvania din Bras, ov
– prezentare : Diffusion in microstretch thermoelasticity with microtemperatures and microcon-

centrations (articolul 5)
– sect, iune : Differential equations and applied mathematics

� 41st Solid Mechanics Conference SolMech 2018, Vars, ovia, Polonia, 2018/08/27-31
– organizator : Institute of Fundamental Technological Research of the Polish Academy of Sciences
– prezentare : Model equations of diffusive microstretch thermoelasticity with microtempera-

tures and microconcentrations (articolul 11)
– sect, iune : Elasticity, plasticity and phase transition

� International Conference on Applied Mathematics and Numerical Methods 2nd edition ICAMNM,
Craiova, 2018/10/19-20
– organizator : Universitatea din Craiova
– prezentare : On adaptive thermo-electro-elasticity within a Green-Naghdi theory (articolul 6)
– sect, iune : Applications using methods from geometry, mechanics, convex and numerical ana-

lysis
� Workshop de Matematică şi Informatică, a cincea edit, ie, Bras, ov, 2019/02/28

– organizator : Universitatea Transilvania din Bras, ov
– prezentare : Spatial behaviour in microstretch elastic materials with thermal and mass diffusion

(articolul 10)
� BraMat11th International Conference on Materials Science and Engineering, Poiana Bras, ov, 2019/03/13-

16
– organizator : Universitatea Transilvania din Bras, ov
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– prezentare : Microstretch elastic materials with thermal and mass diffusion (articolul 10)
– sect, iune : Biomaterials

� International Conference on Mathematical Modelling and Computational Methods in Applied Sciences
and Engineering, Modelling 2019, Olomouc, Cehia, 2019/09/16-20
– organizatori : Institute of Geonics of the Czech Academy of Sciences, Institute of Mathematics

of the Czech Academy of Sciences, Technical University of Ostrava
– prezentare : Wave propagation in diffusive microstretch thermoelasticity (articolul 12)
– sect, iune : Modelling of coupled processes in porous media and other multiphysics problems

6.2.3 Alte articole elaborate în timpul studiilor doctorale

� Marin Marin, Sorin Vlase, Lavinia Codarcea-Munteanu, Adina Chirilă, A generalization of the mi-
nimum principle energy for Cosserat porous materials, Acta Technica Napocensis, Series : Applied
Mathematics, Mechanics, and Engineering, 60 (2017), no. 4, 479-484 (indexat ISI)
– WOS : 000428901100006

� Marin Marin, Lavinia Codarcea, Adina Chirilă, Qualitative results on mixed problem of micropolar
bodies with microtemperatures, Applications and Applied Mathematics, 12 (2017), no. 2, 776-789
(indexat ISI)
– WOS : 000418606200009, Zbl 1386.74005, MR3737186

� Adina Chirilă, A new type of q-Szasz-Mirakjan operators, Filomat 31 (2017), no. 18, 5617-5628
(cotat ISI)
– în anul 2017, factor de impact : 0.695, scor relativ de influent,ă : 0.423, zona 2 (după IF) s, i zona

3 (după AIS) în subdomeniul Mathematics, zona 3 (după IF s, i AIS) în subdomeniul Mathematics,
Applied

– WOS : 000428734700010, MR3744165
� Lavinia Codarcea-Munteanu, Adina Chirilă, Marin Marin, Modeling fractional order strain in dipolar

thermoelasticity, 9th Vienna International Conference on Mathematical Modelling, IFAC-PapersOnLine,
51 (2018), no. 2, 601-606 (Elsevier) (indexat ISI)
– WOS : 000435693000103, Scopus

� Marin Marin, Adina Chirilă, Lavinia Codarcea, Sorin Vlase, On vibrations in Green-Naghdi thermoe-
lasticity of dipolar bodies, Analele S, tiint, ifice ale Universităt, ii Ovidius Constant,a - Seria Matematică,
27 (2019), no. 1, 125-140 (cotat ISI)
– în anul 2019, factor de impact : 0.638, scor relativ de influent,ă : 0.232, zona 3 (după IF s, i AIS) în

subdomeniul Mathematics, zona 3 (după IF s, i AIS) în subdomeniul Mathematics, Applied
– WOS : 000465369400007, Scopus

� Marin Marin, Adina Chirilă, Andreas Öchsner, Sorin Vlase, About finite energy solutions in ther-
moelasticity of micropolar bodies with voids, Boundary Value Problems, 2019 (2019), no. 89, 1-14
(Springer International Publishing Switzerland) (cotat ISI)
– în anul 2019, factor de impact : 1.637, scor relativ de influență : 0.537, zona 1 (după IF) s, i zona

3 (după AIS) în subdomeniul Mathematics, zona 1 (după IF) s, i zona 3 (după AIS) în subdomeniul
Mathematics, Applied

– WOS : 000468144800001, Scopus

6.2.4 Premierea rezultatelor cercetării

Premierea rezultatelor cercetării - articole de către UEFISCDI pentru articolele publicate
– în Boundary Value Problems în 2017 (PN-III-P1-1.1-PRECISI-2017-17243) (articolul 1)
– în Carpathian Journal of Mathematics în 2017 (PN-III-P1-1.1-PRECISI-2017-19457) (articolul 3)
– în Filomat în 2017 (PN-III-P1-1.1-PRECISI-2018-21660)
– în Journal of Materials Science în 2018 (PN-III-P1-1.1-PRECISI-2018-24480) (articolul 4)
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6.3 Direct, ii viitoare de cercetare

O posibilă direct, ie de cercetare este studiul comportării spat, iale s, i temporale a solut, iei pentru medii
termoelastice cu difuzie, microtemperaturi s, i microconcentrat, ii, fără a considera efectele de microrotat, ie,
dilatare s, i contractare pentru microelemente.

Un alt subiect de cercetare este realizarea unor simulări numerice pentru problema plană asociată
elasticităt, ii microstretch în care se consideră efecte termice s, i de difuzie la nivel de macroelement s, i
de microelement. În plus, se pot propune diferite configurat, ii geometrice, condit, ii pe frontieră Dirichlet
s, i Neumann s, i diferite condit, ii init, iale.

O altă posibilă direct, ie de cercetare este studiul propagării undelor într-un cilindru în contextul vâscoelasticităt, ii
cu efecte termice s, i electrice pentru modelarea comportării mecanice a unui material cu memorie, de
exemplu, osul.
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Anexe
Rezumatul tezei
Teza de doctorat Studiul problemelor mixte pentru medii continue generalizate cuprinde un studiu
amplu al corpurilor elastice cu microstructură. Lucrarea este structurată în s, ase capitole, exceptând
introducerea, primele cinci cuprinzând rezultate originale s, i ultimul prezentând concluziile finale s, i
direct, iile viitoare de cercetare. În primul capitol sunt studiate proprietăt, i ale mediilor termoelastice
micropolare. Se demonstrează unicitatea solut, iei în anumite condit, ii asupra coeficient, ilor elastici s, i
se prezintă o generalizare cu deformat, ie de ordin fract, ionar, în care conduct, ia căldurii este descrisă
de ecuat, iile Cattaneo. În al doilea capitol se studiază mediile dipolare cu porozitate simplă s, i dublă. Se
prezintă solut, ii ale problemei Saint-Venant pentru medii elastice dipolare poroase s, i se realizează si-
mulări numerice pentru medii termoelastice cu dublă porozitate. În al treilea capitol se studiază medii
termoelastice dipolare cu microtemperaturi. Se prezintă o extindere a rezultatelor lui Dafermos pen-
tru corpuri cu structură dipolară. Cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips se deduc existent,a, unicitatea
s, i dependent,a continuă a solut, iei de datele init, iale s, i de încărcări. Se realizează simulări numerice. În
al patrulea capitol se studiază mediile elastice microstretch în contextul efectelor termice s, i de difuzie
la nivel de macroelement s, i de microelement. În cazul corpurilor non-centro-simetrice s, i anizotrope,
se arată uncitatea solut, iei s, i se analizează comportarea spat, ială a solut, iei. Pentru corpuri cu centru
de simetrie se demonstrează dependent,a continuă a solut, iei de datele init, iale s, i de încărcări în cazul
anizotrop s, i în cazul izotrop cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips s, i al inegalităt, ii Gronwall, respec-
tiv. În ultima sect, iune se studiază propagarea undelor. În al cincilea capitol se analizează procesul de
remodelare osoasă în contextul mediilor termo-electro-elastice poroase. Se propun forme integrale
s, i locale ale legilor de echilibru, se impun anumite ipoteze constitutive s, i restrict, ii s, i se studiază cor-
purile cu izotropie transversală. În ultima sect, iune se deduce un rezultat de dependent,ă continuă în
cazul neliniar cu ajutorul inegalităt, ii Gronwall.

The PhD thesis entitled The study of mixed problems for generalized continua contains an ample
study on elastic bodies with microstructure. The thesis is organized in six chapters, except for the in-
troduction, with the first five chapters containing original results and the last one presenting the final
conclusions and future research directions. The first chapter studies properties of micropolar ther-
moelastic media. Uniqueness of the solution is proven under some conditions on the constitutive
coefficients and a generalization with fractional order strain is proposed, with the heat conduction
being described by Cattaneo’s equations. The second chapter studies dipolar media with simple and
double porosity. Solutions of Saint-Venant’s problem are derived for dipolar elastic media with voids
and numerical simulations are performed for thermoelastic media with double porosity. The third
chapter studies dipolar thermoelastic media with microtemperatures. An extension of Dafermos’ re-
sults is presented for bodies with a dipolar structure. By means of the corollary of Lumer-Phillips,
existence, uniqueness and continuous dependence of the solution on initial data and body loads are
derived. Numerical simulations are performed. The fourth chapter studies microstretch elastic me-
dia in the context of thermal and diffusive effects at the macrolevel and microlevel. In the case of
non-centro-symmetric and anisotropic media, uniqueness of the solution is shown and the spatial
behaviour of the solution is analysed. For bodies with a center of symmetry, the continuous depen-
dence of the solution on initial data and body loads is proven in the anisotropic and isotropic case
by means of the corollary of Lumer-Phillips and the inequality of Gronwall, respectively. In the last
section, wave propagation is studied. In the fifth chapter, the bone remodelling process is analysed
in the context of porous thermo-electro-elastic media. Integral and local forms are introduced for
the equilibrium laws, constitutive hypotheses and restrictions are imposed and transversely isotro-
pic bodies are studied. In the last section a continuous dependence result is derived in the nonlinear
case by means of the inequality of Gronwall.
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