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Introducere

Prin aceasă teză de doctorat, inƟtulată ”STRUCTURI GEOMETRICE PE SPAŢIUL TOTAL AL
UNUI SPAŢIU FINSLER COMPLEX, dorim să aducem o contribuţie la studiul spaţiilor Fin-
sler complexe înzestrate cu diferite metrici generalizate. Chiar dacă folosim unele idei
din cadrul general cunoscut al studiilor diferitelor metrici Finsler reale [An-Sh2], [Be1],
[Ai3], problemele sunt abordate în spiritul Şcolii româneşƟ de geometrie Lagrange şi
Hamilton iniţiată de domnul Acad. Radu Miron şi colaboratori ai domniei sale, studiul
este făcut în sƟlul Şcolii româneşƟ de geometrie Finsler complexă fundamentată de
domnul Prof. dr. Gheorghe Munteanu.

Lucrarea de faţă este structurată pe patru capitole. în primul capitol sunt introduse
noţiunile necesare pentru studiul acestui subiect. Celelalte trei capitole conţin rezulta-
tele autoarei despre diferite metrici Finsler complexe generalizate, care fac subiectul a
8 arƟcole publicare sau trimise spre publicate în reviste din ţară şi străinătate.

* * *

În primul rând, aş dori să-mi exprim recunoşƟnţa conducătorului de doctorat, Dl.
Prof. Dr. Gheorghe Munteanu, atât pentru şansa de a realiza doctoratul în domeniul
geometriei Finsler complexe, cât şi pentru ajutorul, răbdarea şi încrederea acordată pe
tot parcursul programului doctoral. A fost un privilegiu să studiez sub îndrumarea D-lui
Prof. Dr. Gheorghe Munteanu.

Doresc să mulţumesc în mod deosebit doamnei Conf. Dr. Nicoleta Aldea pentru
amabilitatea pe care a avut-o analizând lucrările mele premergătoare tezei, pentru co-
mentariile şi sugesƟile uƟle oferite, şi de asemenea pentru sprijinul permanent pe care
mi l-a acordat.

Aş dori să mulţumesc membrilor Facultăţii de MatemaƟcă şi InformaƟcă a Univer-
sităţii Transilvania din Braşov, pentru contribuţia lor în dezvoltarea mea şƟinţiĮcă şi
oferirea unui mediu plăcut de cercetare.

ii



Introducere iii

Doresc să mulţumesc familiei mele pentru înţelegerea, răbdarea şi sprijinul pe care
mi le-au dat. Fără suportul lor, nu aş Į putut să termin teza şi nu aş Į găsit curajul de a
depăşii diĮcultăţile.

Doctorand, Szász (căs. Friedl) Annamária



Capitolul 1

Noţiuni introductive

ObiecƟvul acestui capitol este prezentarea teoriei geometrice a spaţiilor Finsler, La-
grange şi Cartan complexe. Aceste spaţii reprezintă baza pentru mulƟple aplicaţii în
special în Įzică teoreƟcă. Vom urmări monograĮile [Mu1, A-P, B-C-S] în cadrul acestui
capitol.

Geometria spaţiului Finsler complex începe cu studiul Įbratului tangent olomorf
T ′M, şi conƟnuă cu noţiunea de spaţiu Finsler complex. După ce s-au introdus aceste
noţiuni este prezentată proiecƟv echivalenţa a două metrici Finsler complexe, [A-P,
Al-Mu2]. Următorul subcapitol este dedicat studiului spaţiilor Lagrange complexe, obţi-
nute din spaţii Finsler prin suprimarea condiţiei de omogenitate. Studiul geometriei
spaţiilor Cartan urmează acelaşi model, adică porneşte cu noţiunile referitoare la Įbra-
tul cotangentT ′∗M după care este urmat de descrierea unui spaţiu Cartan complex. Le-
gătura dintre spaţiile prezentate este dată de transformarea Legendre complexă,[Mu1]
pag. 161.

1.1 Spaţiile Finsler complexe

1.1.1 Fibratul olomorf T ′M

Fie M o varietate complexă, dimC M = n, şi (U, (zk)) o hartă locală cu coordonatele
complexe (zk). Considerăm TCM = TRM ⊗ C complexiĮcatul Įbratului tangent real.
Reperele locale pentru Tz,CM , respecƟv T ∗

z,CM sunt
{

∂
∂zk

, ∂
∂zk

}
,
{
dzk, dzk

}
, unde z =(

zk
)
∈ U.

1



Fibratul olomorf T ′M 2

ComplexiĮcatul Įbratului tangent real poate Į scris ca suma directă între Įbratul
tangent olomorf T ′M şi a Įbratului tangent anƟolomorf T ′′M, adică TCM = T ′M ⊕
T ′′M, ale căror Įbre locale corespund valorilor proprii +i şi−i ale structurii complexe
J pe TCM dată local de următoarele expresii J

(
∂

∂zk

)
= i ∂

∂zk
, J

(
∂

∂zk

)
= −i ∂

∂zk
.

Reperul local natural pentru T ′
zM este { ∂

∂zk
}, iar reperul local corespunzător în

T ′′
z M = T ′M este { ∂

∂zk
}, [A-P, Mu1].

Fibratul tangent olomorf, T ′M, are structură de varietate complexă de dimensiune
complexă 2n. Dacă η = ηk ∂

∂zk
∈ T ′

zM este o secţiune, atunci u = (zk, ηk) deĮneşte un
sistem de coordonate locale pe o hartă locală a varietăţii T ′M.

Geometria varietăţii complexe T ′M se studiază pe complexiĮcatul Įbratului tan-
gent, care se descompune ca suma de (1, 0)− şi de (0, 1)−vectori, adică în

TC(T
′M) = T ′(T ′M)⊕ T ′′(T ′M). (1.1.1)

Din regulile de schimbare a coordonatelor se obţine un reper local natural pentru
T ′
u(T

′M), care este { ∂
∂zk

, ∂
∂ηk

}, şi se schimbă în felul următor

∂

∂zk
=

∂z
′h

∂zk
∂

∂z′h
+

∂2z′h

∂zj∂zk
ηj

∂

∂η′h
;

∂

∂ηk
=

∂z
′h

∂zk
∂

∂η′h
. (1.1.2)

Deoarece T ′M este o varietate complexă, rezultă că { ∂
∂z̄k

, ∂
∂η̄k

} este un reper local
pentru T ′′

u (T
′M) = T ′

u(T
′M) iar regula sa de schimbare se deduce din (1.1.2) prin

conjugare.

Cu regulile de schimbare a coordonatelor locale (1.1.2) studiul geometriei varietăţii
T ′M este foarte laborios. Ca să se simpliĮce această problemă s-a introdus tehnica
conexiunii neliniare complexe, cu ajutorul căreia se ’liniarizează’ geometria lui T ′M,
prin alegerea unui reper convenabil în locul celui natural, [Mu1], p. 33.

În primul rând se deĮneşte Įbratul tangent verƟcal:

VC(T
′M) = kerπ∗ ⊂ TC(T

′M),

unde π : T ′M → M este aplicaţia tangentă, iar π∗ aplicaţia tangentă exƟnsă pe
TC(T

′M). UƟlizând descompunerea din (1.1.1) şi faptul că π∗ comută cu structura lui
T ′M, se obţine VC(T

′M) = V (T ′M) ⊕ V (T ′M). Aplicaţia u → Vu(T
′M) deter-

mină o distribuţie, numită distribuţia verƟcală. Un reper local pentru Vu(T
′M), res-

pecƟv pentru Vu(T ′M) este { ∂
∂η̄k

}, respecƟv { ∂
∂η̄k

}. LiŌul verƟcal lv, deĮnit local prin
lv
(

∂
∂zk

)
= ∂

∂ηk
, determină un izomorĮsm între T ′M şi V (T ′M), [Mi-An, Mu1]. Prin

operatorul de conjugare, VC(T
′M) şi V (TCM) sunt izomorfe.



Fibratul olomorf T ′M 3

O conexiune neliniară complexă, conform [Mu1, Mi-An], pe scurt (c.n.c.), este un
subĮbratH(T ′M) a lui T ′(T ′M), complementar lui V (T ′M).

Cum orice vector orizontal se descompune după reperul { ∂
∂zk

, ∂
∂ηk

}, liŌul orizontal
al lui ∂

∂zk
∈ T ′

zM, notat cu δ
δzk

:= lh
(

∂
∂zk

)
, pentru că π∗(

δ
δzk

) = ∂
∂zk

, se scrie ca

δ

δzk
=

∂

∂zk
−N j

k

∂

∂ηj
, (1.1.3)

iar funcţiileN j
k(z, η) pe T

′M sunt coeĮcienţii (c.n.c.)N.

Deoarece { δ
δzk

} formează un reper local pe H(T ′M), care se schimbă simplu cu
matricea

(
∂z′h

∂zk

)
, coeĮcienţii (c.n.c.) N se transformă, la o schimbare de hartă locală,

după regulile

N ′i
j

∂z′j

∂zk
=

∂z′i

∂zj
N j

k −
∂2z′i

∂zj∂zk
ηj. (1.1.4)

În acest fel se obţine reperul adaptat { δ
δzk

, ∂
∂ηk

, δ
δz̄k

, ∂
∂η̄k

} a lui T ′(T ′M), care se

schimbă cu matricea
(

∂z′h

∂zk

)
. De-a lungul acestei teze, vom folosi următoarele abre-

vieri ∂k := ∂
∂zk

, δk := δ
δzk

, ∂k := ∂
∂z̄k

, ∂̇k := ∂
∂ηk

, δk := δ
δzk

, ∂̇k := ∂
∂ηk

, [Mu1],
p.35.

Cu aceste notaţii, structura complexă naturală pe TC(T
′M) este

J(∂k) = i∂k ; J(∂̇k) = i∂̇k ; J(∂k̄) = −i∂k̄ ; J(∂̇k̄) = −i∂̇k̄, (1.1.5)

relaţii care, în baza lui (1.1.3), conduc la

J(δk) = iδk ; J(δk̄) = −iδk̄ ; J(∂̇k) = i∂̇k ; J(∂̇k̄) = −i∂̇k̄ . (1.1.6)

Asƞel,H(T ′M) şiH(T ′M) sunt J invariante.

Baza duală a lui {δk, ∂̇k, δk̄, ∂̇k̄} se notează cu {dzk, δηk, dz̄k, δη̄k}, unde δηk =
dηk +Nk

j dz
j, şi δη̄k = dη̄k +N k̄

j̄ dz̄
j.

DeĮniţia unei conexiunii liniare pe varietatea complexă T ′M , exƟnsă la Įbratul său
tangent complexiĮcat este

D : Γ(TC(T
′M)) → Γ(TC(T

′M)⊗ TC(T
′∗M))

asƞel încât D(fu) = udf + fDu, pentru orice u ∈ Γ(TC(T
′M)) şi f ∈ A0(T ′M). D

este o conexiune liniară complexă disƟnsă, pe scurt d − (c.l.c.), dacă pastrează distri-
buţiile pe TC(T

′M)



Metrici Finsler complexe 4

D este o conexiune liniară complexă normală, pe scurt oN−(c.l.c.), dacă în reperul
adaptat este bine determinată de un set de patru coeĮcienţi şi notată prin DΓ(N) :=
(Li

jk, L
ī
j̄k, C

i
jk, C

ī
j̄k) cu următoarea forma de conexiune:

ωi
j = Li

jkdz
k + Ci

jkδη
k + Li

jk̄dz̄
k + Ci

jk̄δη̄
k , (1.1.7)

şi prin conjugare se obţine ωī
j̄ = ωi

j.

Câmpurile de torsiune respecƟv de curbură ale N − (c.l.c.) D pentru ∀X,Y, Z ∈
TC(T

′M) sunt

T(X,Y ) = DXY −DYX − [X,Y ] , R(X,Y )Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z,

Componentele croşetului Lie în reperul local adaptat {δk,
.

∂k, δk,
.

∂k} corespunzător
unei (c.n.c.)N sunt

[δj, δk] = (δkN
i
j − δjN

i
k)∂̇i =: Ri

jk∂̇i; (1.1.8)

[δj, δk̄] = (δk̄N
i
j)∂̇i − (δjN

ī
k̄)∂̇ī;[

δj, ∂̇k

]
= (∂̇kN

i
j)∂̇i ;

[
δj, ∂̇k̄

]
= (∂̇k̄N

i
j)∂̇i;[

∂̇j, ∂̇k

]
= 0 ;

[
∂̇j, ∂̇k̄

]
= 0 .

cu ajutorul cărora putem determina expresiilor locale pentru torsiunea şi curbura unei
N − (c.l.c.) D, [Mu1] p. 43.

DeĮniţia 1.1.1. [Mu1] Fie gij̄(z, η) un d− tensor complex pe T ′M hermiƟan şi nedege-
nerat. Se numeşteN−liŌul sau liŌul de Ɵp Sasaki al lui gij̄, structurametricăG pe T ′M
dată prin

G = gij̄dz
i ⊗ dz̄j + gij̄δη

i ⊗ δη̄j. (1.1.9)

În acest fel s-a obţinut noţiunea de conexiuneametrică, adică pentru oN−(c.l.c.)D
care veriĮcăDG = 0. LiŌul Sasaki din 1.1.9 împreună cu varietateaM formează o struc-
tură metrică hermiƟană pe T ′M în raport cu structura naturală J, adicăG(JX, JY ) =
G(X,Y ), (cf. [Mu1], pag. 50).

1.1.2 Metrici Finsler complexe

Fie M o varietate complexă, dimC M = n, şi (zk) coordonate locale complexe într-
o hartă locală complexă (U,φ). Fie varietatea complexă T ′M , dimC T ′M = 2n, ale
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cărei coordonate induse într-o hartă locală în u ∈ T ′M sunt u = (zk, ηk). Schimbările
coordonatelor locale în u sunt date de (1.1.2).

Varietatea bază al unui spaţiu Finsler complex este T ′M şi principalele obiecte ale
acestei geometrii acţionează pe Įbratul tangent complexiĮcat TC(T

′M).

DeĮniţia 1.1.2. O metrică Finsler complexă pe M este o funcţie conƟnuă F : T ′M →
R+ care saƟsface următoarele condiţii:

i) L := F 2 este diferenţiabilă pe T̃ ′M ;

ii) F (z, η) ≥ 0, egalitatea are loc dacă şi numai dacă η = 0;

iii) F (z, λη) = |λ|F (z, η) pentru ∀ λ ∈ C;

iv)matricea hermiƟană

gij̄(z, η) =
∂2L

∂ηi∂η̄
(1.1.10)

este poziƟv deĮnită. Perechea (M,F ) se numeşte spaţiu Finsler complex.

Condiţia iii) spune că funcţiaL este poziƟv omogenă în raport cu norma complexă,
adică L(z, λη) = λλ̄L(z, η), pentru orice λ ∈ C, şi din Teorema lui Euler

i) ∂L
∂ηk

ηk = L; ∂L
∂η̄k

η̄k = L

ii) gij̄η
i = ∂L

∂η̄j
; gij̄ η̄

j = ∂L
∂ηi

; L = gij̄η
iη̄j

iii) ∂gij̄
∂ηk

ηk = 0;
∂gij̄
∂ηk

ηi = 0;
∂gij̄
∂η̄k

η̄k = 0;

iv) gijη
i = 0;

∂gij̄
∂ηk

η̄j = gik, unde gij = ∂2L/∂ηi∂ηj.

În plus, deoarece gij̄ = ∂2L
∂ηi∂η̄j

rezultă ∂gij
∂ηk

=
∂gkj
∂ηi

.

Fie Cij̄k :=
∂gij̄
∂ηk

, Cij̄k̄ :=
∂gij̄
∂η̄k

tensorii Cartan complecşi, [Yan]. Condiţia de omoge-
nitate a metricii Finsler complexe F conduce la:

Propoziţia 1.1.1. i) Cij̄k = Ckj̄i; Cij̄k̄ = Cik̄j̄;

ii) Cij̄k = Cjīk̄;

iii) Cij̄kη
k = Cij̄k̄η

j = Cij̄kη
i = Cij̄k̄η

k = 0.
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O problemă fundamentală a geometriei Finsler complexe este cea a determinării
unei conexiuni neliniare complexe dependente numai de ometrică Finsler complexă F.
O soluţie este dată prin tehnica conexiunii verƟcale ”bune”, [A-P, Mu1]. Se obţine în
mod unic: o (c.n.c) numită (c.n.c.) Chern-Finsler

CF

N i
j = gm̄i∂glm̄

∂zj
ηl = gm̄i ∂2L

∂zj∂η̄m̄

pentru care [δk, δj] = 0 şi δkF = 0. Conexiunea liniară Chern-Finsler complexă este de

Ɵp (1, 0) cu coeĮcienţii
CF

DΓ = (
CF

N i
j ,

CF

Li
jk,

CF

Ci
jk ) cu

CF

Li
jk = gm̄i δgjm̄

∂zk

CF

Ci
jk = gm̄i∂gjm̄

∂ηk
,

CF

Lī
j̄k =

CF

C ī
j̄k = 0 (1.1.11)

CoeĮcienţii de torsiune şi curbură nenuli ai conexiunii Chern-Finsler complexe sunt

T i
jk =

CF

Li
jk −

CF

Li
kj ; Qi

jk =
CF

Ci
jk ; Θi

jk̄ = δk̄

CF

N i
j ; ρijk̄ = ∂̇k̄

CF

N i
j . (1.1.12)

Ri
jk̄h = −δk̄

CF

Li
jh − δk̄(

CF

N l
h)

CF

Ci
jl ; P i

jk̄h = −δk̄

CF

Ci
jh; (1.1.13)

Qī
j̄k̄h = ∂̇h

CF

Lī
j̄k̄ + ∂̇h(

CF

N l̄
k̄)

CF

C ī
j̄ l̄ ; Si

jk̄h = −∂̇k̄

CF

Ci
jh .

Un spaţiul Finsler complex (M,F ) este:

i) Kähler dacă şi numai dacă T i
jkη

j = 0 şi

ii) slab Kähler dacă şi numai dacă gilT
i
jkη

jηl = 0.

În cazul parƟcular, când metrica Finsler complexă este pur hermiƟană, adică gij̄ =
gij̄(z), toate nuanţele de Kähler coincid.

Conform [A-P, Al1, Mu1], curbura olomorfă a spaţiului Finsler complex (M,F ) în
direcţia lui η este KF (z, η) = 2

L2G(R(χ, χ)χ, χ), unde χ := ηkδk este liŌul orizontal.
Expresia locală a curburii este dată în următoarea formulă (vezi [Al1])

KF (z, η) =
2

L2
Rjk̄η̄

jηk, unde Rȷ̄k = −gmȷ̄(δh̄N
m
k )η̄h. (1.1.14)

În [Al-Mu3] s-a introdus noţiunea spaţiu Berwald generalizat, în felul următor:
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DeĮniţia 1.1.3 ([Al-Mu3]). Fie (M,F )un spaţiu Finsler complexn−dimensional. (M,F )

se numeşte Berwald generaliat dacă coeĮcienţii conexiunii Berwald
B

Li
jk depind numai

de poziţia z.

Pe de altă parte, Aikou în [Ai2] deĮneşte următoarea noţiune:

DeĮniţia 1.1.4. Un spaţiu Finsler complex care este Kähler şi Li
jk = Li

jk(z) se numeşte
spaţiu Berwald complex.

1.1.3 Metrici Finsler complexe proiectiv echivalente

Fie (M,L = F 2) un spaţiu Finsler complex. În [A-P] ecuaţia unei geodezice complexe
este dată prinD

Th+ThT
h = θ∗(T h, T h), unde θ∗ = gm̄kgip̄(L

p̄
ȷ̄m̄ − Lp̄

m̄ȷ̄)dz
i ∧ dz̄j ⊗ δk.

Local, ecuaţia unei geodeice complexe z = z(t) pe (M,F ), unde t este un parametru
real, poate Į scrisă ca

d2zi

dt2
+ 2Gk

(
z(t),

dz

dt

)
= θ∗i

(
z(t),

dz

dt

)
; i = 1, . . . , n, (1.1.15)

unde prin zi(t), i = 1, . . . , n, sunt notate coordonatele de-a lungul curbei z = z(t).

Fie L̃ o altă metrică Finsler complexă pe varietatea bazăM.

DeĮniţia 1.1.5 ([Al-Mu2]). Metricile Finsler complexe L şi L̃ pe varietateaM sunt pro-
iecƟv echivalente dacă au aceleaşi geodezice complexe ca mulţimi de puncte.
Teorema 1.1.1 ([Al-Mu2]). Fie L şi L̃ două metrici Finsler pe varietateaM. L şi L̃ sunt
proiecƟv echivalente dacă şi numai dacă există o funcţie netedă P pe T ′M cu valori
complexe, asƞel încât

G̃i = Gi +Qi + Pηi, i = 1, . . . , n. (1.1.16)

Are loc următorul rezultat, care este o versiune complexă a teoremei lui Rapcsák.

Teorema 1.1.2 ([Al-Mu2]). Fie L şi L̃ două metrici Finsler pe varietateaM. L şi L̃ sunt
proiecƟv echivalente dacă şi numai dacă

∂̇r̄(δkL̃)η
k + 2(∂̇r̄G

l)(∂̇lL̃) =
1

L̃
(δkL̃)η

k(∂̇r̄L̃); (1.1.17)

Qr = − 1

2L̃
θ∗l(∂̇lL̃)η

r; (1.1.18)

P =
1

2L̃
[(δkL̃)η

k + θ∗i(∂̇iL̃)]. (1.1.19)

(r = 1, . . . , n).Mai mult, schimbarea proiecƟvă este G̃i = Gi + 1
2L̃
(δkL̃)η

kηi.
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1.2 Spaţii Lagrange complexe

Fie M o varietate complexă cu dimC M = n, cu (zk) sunt notate coordonate locale
complexe într-o hartă locală şi T ′M este Įbratul tangent olomorf care posedă o struc-
tură naturală de varietate complexă.

DeĮniţia 1.2.1. [Mu1] Un spaţiu Lagrange complex este perechea (M,L), undeL este o
funcţie diferenţiabilăL : T ′M → R, care saƟsface următoarea condiţie de regularitate:
gij̄ = ∂2L

∂ηi∂η̄j
este nedegenerat ( det(gij̄) ̸= 0) şi determină o metrică hermiƟană de

signatură constantă.

Teorema 1.2.1. [Mu1] O conexiune neliniară complexă depinzând numai de Lagrangia-
nul complex L, este dată de

c

Nk
j =

∂Gk

∂ηj
unde Gk =

1

2
gīk

∂2L

∂zj∂η̄i
ηj. (1.2.1)

Există şi o altă conexiune neliniară complexă care depine numai de funcţia Lagrange
complexăL, care în geometria Lagrange reală există numai în câteva situaţii parƟculare,
este (c.n.c.) Chern-Lagrange:

Teorema 1.2.2. [Mu1] O (c.n.c.) pe spaţiul Lagrange complex (M,L) este

CL

Nk
j = gīk

∂2L

∂zj∂η̄i
. (1.2.2)

În geometria Lagrange complexă sunt cunoscute următoarele N − (c.l.c.)metrice
în raport cuG, [Mu1] p. 97:

• conexiunea canonicăD
cL

Γ = (
CL

N i
j ,

c

Li
jk,

c

Lī
j̄k,

c

Ci
jk, 0), unde

c

Li
jk =

1

2
gmi(

δgjm
δzk

+
δgkm
δzj

) ;
c

Lī
j̄k =

1

2
gīm(

δgmj̄

δzk
−

δgkj̄
δzm

); (1.2.3)
c

Ci
jk =

1

2
gmi(

∂gjm
∂ηk

+
∂gkm
∂ηj

) = gmi∂gjm
∂ηk

;
c

C ī
j̄k = 0.

D
cL

Γ nu este de Ɵp (1,0), dar are torsiunile hT (h, h) şi vT (v, v) nule, [Mu1].
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• conexiunea Chern-LagrangeD
CL

Γ = (
CL

N i
j ,

CL

Li
jk, 0,

CL

Ci
jk, 0), unde

CL

Li
jk = gmi δgjm

δzk
;

CL

Lī
j̄k = 0 ;

CL

Ci
jk = gmi∂gjm

∂ηk
;

CL

C ī
j̄k = 0. (1.2.4)

CoeĮcienţii conexiunii D
CL

Γ arată ca cei ai conexiunii Chern-Finsler, deşi nu a fost

impusă condiţia de omogenitate. Mai mult,
CL

Li
jk =

∂
CL

N i
k

∂ηj
. asƞel că, D

CL

Γ are aceeaşi
torsiuni şi curburi nenule ca şi conexiunea Chern- Finsler.

În cele ce urmează prezentăm spaţiile Lagrange generalizate care includ spaţiile Fin-
sler şi Lagrange complexe. Şi aici descriem o (c.n.c.) care depinde numai de tensorul
metric al spaţiului.

DeĮniţia 1.2.2 ([Mu1]). Ometrica Lagrange generalizată peM este un d−tensor com-
plex g̃ij̄(z, η) de Ɵp

(
0 0̄
1 1̄

)
, nedegenerat şi HermiƟan g̃iȷ̄ = g̃jı̄. Perechea (M, g̃iȷ̄) se

numeşte spaţiul Lagrange generalizat, pe scurt spaţiul (g.c.L.).

Într-adevăr, exemplele cele mai accesibile de metrici Lagrange generalizate com-
plexe sunt metricile Finsler şi Lagrange complexe pe T ′M. În conƟnuare prezentăm câ-
teva subclase proprii ale unui spaţiu (g.c.L) :

• local Minkowski generalizat complex dacă în Įecare u = (z, η) ∈ T ′M există
hărţi locale, asƞel încât gij̄ depinde numai de variabila η.

• metrică slab regulată dacă (M, E = gij̄η
iη̄j) este un spaţiu Lagrange complex, cu

(c.n.c.) Chern-Lagrange

CL

Nk
j =

(
∂2glm̄
∂zj∂η̄i

ηlη̄m +
∂gl̄i
∂zj

ηl
)
. (1.2.5)

• metrică regulată dacă (M,F =
√
gij̄ηiη̄j) este un spaţiu Finsler complex.

1.3 Spaţii Cartan complexe

FieM o varietate n−dimensională şi z = (zk)k=1,n coordonatele complexe într-o hartă
locală.Dualul lui T ′M este notat cu T ′∗M. Pe varietatea T ′∗M, un punct u∗ este carac-
terizat prin coordonatele u∗ = (zk, ζk)k=1,n, cu schimbările de forma z′k = z′k(z) şi
ζ ′k =

∂∗zj

∂z′k
ζj, rank(∂

∗zj

∂z′k
) = n.
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Un spaţiu Cartan complex este o pereche (M, C), unde C : T ′∗M → R+ este o
funcţie conƟnuă, ce saƟsface următoarele condiţii:

a) H := C2 este netedă pe T̃ ′∗M := T ′∗M \ {0};

b) C(z, ζ) ≥ 0, este egalitate dacă şi numai dacă ζ = 0;

c) C(z, λζ) = |λ|C(z, ζ) pentru ∀λ ∈ C;

d) matricea HermiƟană (hȷ̄i(z, ζ)) este poziƟv deĮnită, unde hj̄i := ∂2H
∂ζi∂ζ̄j

este ten-
sorul fundamental, sau echivalent, indicatoarea sferică este tare pseudo-convexă.

Un exemplu uzual al unui spaţiu Cartan complex este spaţiul Cartan pur hermiƟan,
în acest caz hj̄i = hj̄i(z).

În linii mari, studiem secţiunile Įbratului tangent complexiĮcat, T (T ′∗M), care se
descompune în suma directă TC(T

′∗M) = T ′(T ′∗M) ⊕ T ′′(T ′∗M). Pentru mai multe
detalii se poate consulta [Mu1].

Fie V T ′∗M ⊂ T ′(T ′∗M) Įbratul verƟcal, care are distribuţia verƟcală Vu∗(T ′∗M),
local generată de { ∂

∂ζk
}. O conexiune neliniară complexă, pe scurt (c.n.c.), pe T ′∗M

este un subĮbrat suplimentar în T ′(T ′∗M) a lui V (T ′∗M), adică T ′(T ′∗M) =
H(T ′∗M)⊕ V (T ′∗M). Distribuţia orizontalăHu∗(T ′∗M) este local generată de { δ∗

δzj
},

unde δ∗

δzj
= ∂∗

∂zj
+ Nkj

∂
∂ζk

, şi funcţiile Nkj sunt coeĮcienţii (c.n.c.) pe T ′∗M. Perechea
{δ∗k := δ∗

δzk
, ∂̇k := ∂

∂ζk
} va Į numită reperul adaptat a (c.n.c.), ce se schimbă după

regulile δ∗k = ∂∗z′j

∂zk
δ′∗j şi ∂̇k = ∂∗z′k

∂zj
∂̇′j. Prin conjugare, se obţine reperul adaptat {δ∗

k̄
, ∂̇k̄}

pe T ′′(T ′∗M). Reperele adaptate duale sunt {d∗zk, δζk = dζk−Nkjdz
j} şi {d∗zk̄, δζk̄}.

O conexiune hermiƟanăD de Ɵp (1, 0) este conexiunea Chern-Cartan ([Mu1]), care
este dată local prin următorii coeĮcienţi:

Njk = −hjm̄
∂∗hm̄l

∂zk
ζl, H

i
jk := hm̄i(δ∗khjm̄) = ∂̇Njk, V

ik
j := −hjm̄(∂̇

khm̄i), (1.3.1)

şiH ī
j̄k = V īk

j̄ = 0, unde cu δ∗k amnotat reperul adaptat al (c.n.c.)Chern-Cartan, această
notaţie va Į uƟlizată şi în conƟnuare. Adiţional avem că hjm̄h

m̄k = δkj , şi Dδ∗k
δ∗j =

H i
jkδ

∗
i , Dδ∗k

∂̇j = −H i
jk∂̇

j, D∂̇kδ∗j = V ik
j δ∗i , D∂̇k ∂̇i = −V ik

j δ∗j , etc. Mai mult, avem că

H i
jk = ∂̇Njk; H i

jkζi = Njk.

Notaţiile ”|”, ”|”, ”̄|”, ”̄|” reprezintăh−, v−, h̄−, v̄−derivatele covariante în raport
cu conexiunea Chern-Cartan.
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Pe un spaţiu Cartan complex, tensorii lui Cartan complecşi au următoarele expresii
V m̄ik = ∂̇khm̄i şi V m̄ik̄ = ∂̇k̄hm̄i, cu următoarele proprietăţi V m̄ikζi = 0, respecƟv
V m̄ik̄ζk̄ = 0.

UƟlizând rezultatele din [Al-Mu5] şi [C-S], putem să prezentăm următoarele clase
speciale de spaţii Cartan. Un spaţiu Cartan complex (M, C) se numeşte Kähler-Cartan
dacă T ∗i

jkζi = 0, şi slab Kähler-Cartan dacă hp̄jT ∗i
jkζiζp̄ = 0, unde T ∗i

jk := H i
jk − hi

kj este
h−torsiunea. În cazul parƟcular, când tensorul metric fundamental depinde numai de
poziţia z, cele trei clase de Kähler-Cartan coincid.
DeĮniţia 1.3.1. Fie (M, C) un spaţiu Cartan complex n-dimensional. (M, C) se numeşte
Berwald-Cartan dacă coeĮcienţiiH i

jk depind numai de poziţia z.
Teorema 1.3.1 ([Al-Mu5]). Fie (M, C) un spaţiu Cartan complex n-dimensional. Urmă-
toarele aĮrmaţii sunt echivalente:

i) (M, C) este Berwald-Cartan;

ii) Nij este olomorf în ζ;

iii) V m̄ik
|j = 0;

iv) V m̄ik
|ȷ̄ = 0.

DeĮniţia 1.3.2. Fie (M, C) un spaţiu Cartan complex n-dimensional. Spaţiul (M, C) se

numeşte tare Berwald-Cartan, dacă este Kähler-Cartan şi
c

H i
jk(z), unde

c

H i
jk =

1
2
(H i

jk +
H i

kj).

Teorema 1.3.2 ([Al-Mu5]). Fie (M, C) un spaţiu Cartan complex n-dimensional. (M, C)
este tare Berwald-Cartan, dacă şi numai dacă este un spaţiu Berwald-Cartan cu propri-
etatea de slab Kähler-Cartan.

În cele ce urmează, reaminƟm deĮniţiile câtorva clase generalizate de spaţii Cartan.
DeĮniţia 1.3.3. OmetricăHamilton generalizată este und−tensor h̃j̄k(z, ζ)deƟp

(
0̄ 0
1̄ 1

)
,

nedegenerat şi hermiƟan. Perechea (M, h̃j̄k) se numeşte spaţiu Hamilton complex ge-
neralizat.

În parƟcular, când h̃j̄k provine dintr-o funcţie hamiltoniană complexă H̃ : T ′∗M →
R, adică h̃j̄i := ∂2H̃

∂ζi∂ζ̄j
, perechea (M, h̃j̄k) se numeşte spaţiu Hamilton complex. Un

studiu al acestui spaţiu este realizat în [Mu1].

Un spaţiu Hamilton complex, pentru care hamiltonianul H̃(z, ζ) este omogen în
raport cu ζ, adică H̃(z, λζ) = |λ|2H̃(z, ζ), ∀ λ ∈ C, este un spaţiu Cartan complex.
Pentru informaţii suplimentare se poate consulta [Mu1].



Capitolul 2

Structuri hipercomplexe pe spaţiul total al
unui spaţiu Finsler complex

2.1 Structuri hipercomplexe pe spaţiul total

DeĮniţia 2.1.1 ([Mu4]). Structurile geometrice hipercomplexe {I, F1, F2, F3 = F1F2}
cu F 2

i = εiI, εi ∈ {−1, 1, 0}, i = 1, 2, 3, ce saƟsface

i) F1F2 + F2F1 = αI, α ∈ R,

ii) F2F1 = δF1F2, δ ∈ R \ {0}, δ ̸= 1 pentru F 2
1 = F 2

2 = 0,

se numesc structuri bibătraƟce.

ClasiĮcarea algebrelor bipătraƟce până la un izomorĮsm, şi în consecinţă a structu-
rilor geometrice corespunzătoare, are loc în următoarele condiţii:

Teorema 2.1.1 ([Mu4]). Singurele algebre bipătraƟce neizomorfe sunt:

i) quaternionii, anƟquaternionii, semiquaternionii, semianƟquaternionii, bitangentă
necomutaƟvă;

ii) C⊗ C, D ⊗D, D0 ⊗D0, Algebra Sobrero, bitangentă.

Considerând structurile geometrice corespunzătoare se poate enunţa:

12
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Teorema 2.1.2 ([Mu4]). Prezintă importanţă doar studiul următoarelor structuri geo-
metrice bipătraƟce:

i) F1F2 + F2F1 = 0 cu:

a) F 2
1 = F 2

2 = −I quaternionică;
b) F 2

1 = −F 2
2 = −I anƟquaternionică;

c) F 2
1 = −I, F 2

2 = 0 semiquaternionică;
d) F 2

1 = F 2
2 = 0 bitangentă necomutaƟvă;

ii) F1F2 = F2F1 cu:

a) F 2
1 = F 2

2 = −I bicomplexă comutaƟvă;
b) F 2

1 = F 2
2 = I bidublă comutaƟvă;

c) F 2
1 = I, F 2

2 = 0 biduală comutaƟvă;
d) F 2

1 = −I, F 2
2 = 0 (f 4 + 2f 2 + 1 = 0) structură;

e) F 2
1 = F 2

2 = 0, F1F2 = δF2F1, δ ̸= 0 bitangentă.

Propoziţia 2.1.1 ([Mu4]). Dacă F1 şi F2 deĮnesc o structură bipătraƟcă necomutaƟvă,
atunci câmpul aF1+bF2, (a, b ∈ R, ab ̸= 0) deĮneşte una din structurile hipercomplexe
de ordin doi şi reciproc.

2.2 Metrici hipercomplexe generalizate

2.2.1 Lifturi Sasaki generalizate

Fie (M,F ) un spaţiu Finsler complex de dimensiune complexă n, unde vom consi-
dera pe (c.n.c.) Chern-Finsler N i

j = gm̄i ∂glm̄
∂zj

,, şi structura metrică hermiƟană GS pe
TC(T

′M) dată de liŌul Sasaki (1.1.9) a lui gij̄ ,GS = gij̄dz
i ⊗ dz̄j + gij̄δη

i ⊗ δη̄j.

Considerăm o structura metrică Sasaki generalizatăG pe T ′M :

G(z, η) = gij̄(z, η)dz
i ⊗ dz̄j + a(L)gij̄(z, η)δη

i ⊗ δη̄j,

unde a : Im(L) ⊂ R+ → R+.



Metrici hipercomplexe generalizate 14

Fie J1 structura complexă naturală pe Įbratul olomorf şi J2 o altă structură aproape
complexă pe T ′M deĮnită în felul următor:

J1(δk) = iδk; J1(δk̄) = −iδk̄; J1(∂̇k) = i∂̇k; J1(∂̇k̄) = −i∂̇k̄; (2.2.1)

J2(δk) =
1√
a
∂̇k; J2(δk̄) =

1√
a
∂̇k̄; J2(∂̇k) = −

√
aδk; J2(∂̇k̄) = −

√
aδk̄.

Vom nota cu J3 := J1 ◦ J2 structura obţinută prin compunerea celor două structuri
deĮnite mai înainte. Au loc următoarele relaţii:

J2
1 = J2

2 = −I, J2
3 = I; (2.2.2)

J1J2 = J2J1 = J3; J1J3 = J3J1 = −J2; J2J3 = J3J2 = −J1.

UƟlizând relaţiile (2.2.1), (2.2.2) şi noţiunile din Subcapitolul 2.1, respecƟv din [Mu3,
Mu4], obţinem următoarea teoremă:

Teorema 2.2.1. (T ′M,J1, J2, J3) este o structură bicomplexă comutaƟvă.

Structura bicomplexă deĮnită de (J1, J2, J3) este integrabilă dacăN1 = 0, N2 = 0.
Cum J1 este structura naturală complexă, rezultă că este integrabilă, adică: N1 = 0.

Teorema 2.2.2. Varietatea (T ′M,G, J2) este complexă dacă şi numai dacă (M,F ) este
Kähler, torsiunileΘl

jk̄
şi ρl

jk̄
se anulează, şi

a′
(
∂L

∂ηj
δlk −

∂L

∂ηk
δlj

)
= 0. (2.2.3)

Corolarul 2.2.1. (T ′M,G, J2) este o varietate complexă dacă şi numai dacă (M,F )
este un spaţiu Berwald complex generalizat,Θi

jk̄
= 0 şi a′

(
ηjδ

l
k − ηkδ

l
j

)
= 0.

Teorema 2.2.3. Structura bicomplexă comutaƟvă (J1, J2, J3) este integrabilă dacă şi
numai dacă (M,F ) este un spaţiu Berwald complex generalizat, Θi

jk̄
= 0 şi a′

(
ηjδ

l
k−

−ηkδ
l
j

)
= 0.

Tripletul (J1, J2, J3) deĮnită în (2.2.2) este o structură hipercomplexă. Mai mult de
atât, (T ′M,G, J1, J2) are o structură aproape hiper-Kähler, conform [O], dacă urmă-
toarele condiţii se îndeplinesc:

a) (T ′M,G, J1, J2) este o varietate aproape hiper-hermiƟană;

b) 4−forma fundamentală Ω este închisă.
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Am obţunt următoarele rezultate intermediare:

Propoziţia 2.2.1. Varietăţile (T ′M,G, J1), (T
′M,G, J2) şi (T ′M,G, J3) sunt aproape

hermiƟene, alƞel spusG(JmX, JmY ) = G(X,Y ), ∀X,Y, m = 1, 2, 3.

Construim 4− forma fundamentală Ω:

Ω = ϕ1 ∧ ϕ1 + ϕ2 ∧ ϕ2 + ϕ3 ∧ ϕ3,

unde ϕk(X,Y ) = G(X, JkY ) cu k = 1, 2, 3.

Expresiile lui ϕ1 şi ϕ2 în reperul local adaptat sunt:

ϕ1(z, η) = −igjk̄dz
i ∧ dz̄j − ia(L)gjk̄δη

j ∧ δη̄k. (2.2.4)

ϕ2(z, η) = −
√

a(L)gjk̄dz
j ∧ δη̄k +

√
a(L)gjk̄δη

j ∧ dz̄k. (2.2.5)

Teorema 2.2.4. Varietatea (T ′M,G, J1) este Kähler dacă şi numai dacă:

δigjk̄ = δjgik̄, (2.2.6)
a′(L) = 0 ⇔ a(L) = c ∈ R,

g l̄i∂̇igjk̄ = aδj(N l
k),

şi conjugatele.

Teorema 2.2.5. Varietatea aproape complexă (T ′M,G, J2) este aproape Kähler dacă
şi numai dacă următoarele condiţii sunt îndeplinite:

a = 0 şi ∂̇igjk̄ = 0;

sau

δigjk̄ = δjgik̄, Θ
k̄
l̄h = 0, Ll

kiglj̄ = −∂̇k

(
N l̄

j̄

)
gil̄,

a′

2a
(∂̇iL)gjk̄ = −∂̇igjk̄ ,

şi conjugatele lor.

Teorema 2.2.6. Varietatea (T ′M,G, J2) este Kähler dacă şi numai dacă următoarele
condiţii sunt îndeplinite:

a = 0 şiG este pur hermiƟană;
sau

Ll
kiglj̄ = 0,

a′

2a
(∂̇iL)gjk̄ = −∂̇igjk̄,

şi conjugatele lor.
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Corolarul 2.2.2. Structura (T ′M,G, J1, J2, J3) este hiper-Kähler dacă şi numai dacă
(M,F ) este o varietate Berwald complexă, Θi

jk̄
= 0, a′ = 0, G este pur hermiƟană,

şi una din următoarele condiţii este saƟsfăcută:

i) a = 0,

ii) Ll
kiglj̄ = 0.

În conƟnuare vrem să evidenţiem conexiuni liniare compaƟbile cu o structură bi-
complexă comutaƟvă.

DeĮniţia 2.2.1. O conexiune liniară D pe T ′M se numeşte metrică bicomplexă comu-
taƟvă în raport cu metricaG şi cu structura bicomplexă comutaƟvă (J1, J2, J3) dacă:

DJi = 0, i = 1, 2, 3; şi DG = 0.

Familia generală a conexiunilor liniareD compaƟbilă cu ometricăG, conform [Mu3],
esteDXY = ĎXY + 1

2
g−1(ĎXg)Y , unde Ď este o conexiune liniară arbitrară.

Considerăm următoarele transformări de conexiune:

ĎXY
T1→ D1

XY = ĎXY +
1

2
J1ĎX(J1Y ),

ĎXY
T2→ D2

XY = ĎXY +
1

2
J2ĎX(J2Y ),

ĎXY
T3→ D3

XY = ĎXY − 1

2
J3ĎX(J3Y ),

ĎXY
T4→ D4

XY = ĎXY +
1

2
(ĎXg)Y ,

unde (ĎXg)Y este o 1−formă deĮnită în felul următor: (ĎXg)YZ = (ĎXg)(Y, Z). În
mod clarDi

XJi = 0, i = 1, 2, 3, X ∈ TC(T
′M).

Teorema 2.2.7. Conexiunea liniară

DXY = (D̃D4)XY, X , Y ∈ TC(T
′M)

sau echivalent

DXY =
1

4

{
ĎXY − J1(ĎXJ1Y )− J2(ĎXJ2Y ) + J3(ĎXJ3Y )

}
+ (2.2.7)

+
1

8

{
G−1(ĎXG)Y −G−1J1(ĎXG)J1Y −G−1J2(ĎXG)J2Y+

+G−1J3(ĎXG)J3Y
}

este o conexiune metrică comutaƟv bicomplexă, unde Ď este o conexiune arbitrară pe
T ′M .



Metrici hipercomplexe generalizate 17

Teorema 2.2.8. Dacă ∇ este conexiunea Levi-Civita deĮnită de metrica G, atunci con-
exiunea

D̂XY =
1

4
{∇XY − J1(∇XJ1Y )− J2(∇XJ2Y ) + J3(∇XJ3Y )} (2.2.8)

are următoarele proprietăţi:

a) D̂XG = 0, D̂XJi = 0, i = 1, 2, 3, X ∈ TC(T
′M);

b) D̂ este unic determinată de structura bicomplexă comutaƟvă.

Expresiile locale a conexiunii D̂ sunt:

D̂δkδj =
1

2

(
1

2
gm̄i(

δgjm̄
δzk

+
δgkm̄
δzj

) + g l̄iδkgjl̄

)
δi +

1

4a
g l̄i(δj̄gkl̄ − δl̄gkj̄)∂̇i

D̂δk ∂̇j =
1

4
g l̄i(gjh̄δkN

h
l + ∂̇jgkl̄)δi +

1

2

(
g l̄iδkgjl̄ +

1

2
gm̄i(

δgjm̄
δzk

+
δgkm̄
δzj

)

)
∂̇i

D̂δkδj̄ =
1

4
g l̄i(δj̄gkl̄ − δl̄gkj̄)δi +

1

4

(
1

a
g l̄i(ghj̄δl̄N

h
k − ∂̇j̄gkl̄) + g l̄i(ghl̄δj̄N

h
k − ∂̇l̄gkj̄)

)
∂̇i +

+
1

4
gīl(δkglj̄ − δlgkj̄)δī −

1

4
gīl(glh̄δkN

h
j − ∂̇lgkj̄)∂̇ī

D̂δk ∂̇j̄ =
1

2

(
a

2
gīl(glh̄δkN

h

j + ∂̇jgkj̄)−
1

2
g l̄i(ghj̄δl̄N

h
l − ∂̇j̄gkl̄)

)
δi +

+
1

4
g l̄i(δk̄gjl̄ − δl̄gjk̄)∂̇ī

D̂∂̇k
δj =

1

4

(
g l̄i(gkh̄δjN

h
l + ∂̇jgjl̄) + gm̄i(

∂gjm̄
∂ηk

+
∂gkm̄
∂ηj

)− a′

a

∂L

∂ηk
δij

)
δi −

−1

2
g l̄i∂̇kgjh̄N

h
l ∂̇i

D̂∂̇k
∂̇j =

1

2

(
g l̄i∂̇kgjh̄N

h
l +

1

2
g l̄i(gkh̄δjN

h
l + ∂̇kgjl̄)

)
δi +

1

4

(
gm̄i(

∂gjm̄
∂ηk

+
∂gkm̄
∂ηj

)+

+
a′

a

∂L

∂ηk
δij

)
∂̇i

D̂∂̇k
δj̄ = −1

4
gīl(gjh̄δlN

h
k − ∂̇jglk̄)δī −

1

2
∂̇kN i

j ∂̇ī

D̂∂̇k
∂̇j̄ =

a

2
∂̇kN i

jδī +
1

2

(
−1

2
gīl(gkh̄δlN

h
k − ∂kglj̄) +

a′

2a

∂L

∂ηk
δ īj̄

)
∂̇ī.
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2.2.2 Conexiunea Levi-Civita şi metrica pur hermitiană

În lucrările [Al-Mu1, Al-Mu2] sunt studiate ecuaţiile Einstein pentru câmpul slab gra-
vitaţional şi pentru versiunea complexă a metricii Schwarzschield. Acest studiu se ba-
zează pe scrierea ecuaţiilor Einstein complexe pentru aceste metrici în raport cu cone-
xiunea Chern-Finsler, care este o conexiune metrică cu torsiune nenulă. Această teorie
se poate aplica dacă sunt impuse câteva restricţii, numite legi de conservare, deoarece
conexiunea uƟlizată are torsiunea nenulă.

O teorie alternaƟvă la aceasta este prezentată în cele ce urmează. ExƟndem struc-
tura metrică a câmpului slab gravitaţional la una de pe Įbratul olomorf tangent T ′M al
unei varietăţi complexeM. Apoi considerăm conexiunea Levi-Civita, (care este metrică
şi fără torsiune), asociată acestei metrici liŌate. Din acest moƟv ecuaţiile Einstein în ra-
port cu conexiunea Levi-Civita păstrează forma lor clasică. În cazul parƟcular al spaţiului
vid, ecuaţiile Einstein complexe se reduc la anularea tensorului Ricci complex. De fapt,
ideea pare simplă, dar prima problemă este găsirea liŌului potrivit. Apoi problemaƟca
este scrierea curburii şi a tensorilor Ricci pe T ′M. Pentru aceasta ne întoarcem la re-
perul adaptat al conexiunii Chern-Finsler, şi exprimăm totul în aceste repere adaptate
complexe. O idee similară a fost aplicată de M. Anastasiei şi H. Shimada, [An-Sh2]. În
Įnal, propunem rezolvarea acestor ecuaţii Einstein complexe, pentru cazul parƟcular al
metricii slab gravitaţionale.

Considerămun spaţiu Finsler complex (M,F ),undeM este o varietate complexă de
dimensiune n. Pe TC(T

′M) coordonatele în hărţile locale vor Į notate cu u = (zk, ηa),
k, a = 1, . . . n. De-a lungul acestui capitol, indicii i, j, k, . . . şi a, b, c, . . . merg de la
{1, . . . , n}, de unde cei din al doilea grup noteză obiecte geometrice în Įbrele verƟcale
locale a Įbratului tangent olomorf.

FieN o (c.n.c)peT ′M. Senumeşteh−metricăpeT ′M und−tensorhG = gjk̄(z, η)

dzj ⊗ dz̄k, cu gjk̄(z, η) = gkj̄(z, η), det ∥gjk̄(z, η)∥ ̸= 0. O v−metrică pe T ′M este un
d−tensor vG = hab̄(z, η)δη

a⊗δη̄b, cuhab̄(z, η) = hbā(z, η),det ∥haā(z, η)∥ ̸= 0.De aici
găsim noţiunea de (h, v)−metrică pe T ′M, care este un câmp tensorial G = hG + vG.
Deci, această metrică poate Į scrisă în felul următor:

G(z, η) = gjk̄(z, η)dz
j ⊗ dz̄k + hab̄(z, η)δη

a ⊗ δη̄b. (2.2.9)

Notăm liŌul Sasaki din (1.1.9) cu

GS = gjk̄dz
j ⊗ dz̄k + δjaδ

k
b gjk̄(z, η)δη

a ⊗ δη̄b. (2.2.10)

Introducemo generalizare a liŌului (2.2.10), care pe rândul lui va Į o (h, v)−metrică
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pe TC(T
′M):

G(z, η) = gjk̄(z, η)dz
j ⊗ dz̄k + hab̄(z, η)δη

a ⊗ δη̄b, (2.2.11)

unde gjk̄ este tensorul fundamental a spaţiul Finsler complex (M,F ), şihab̄ und−tensor
arbitrar de Ɵp (0, 2).

Rezultate din acest capitol aparţin autorului, şi sunt prezentate în lucrarea [Sz4].

Pornind de la deĮniţia standardă a unei conexiuni liniare complexe pe varietatea
T ′M, o (c.l.c)∇ poate Į descompusă în suma∇ = ∇′+∇′′, unde∇′ : Γ(TC(T

′M)) →
Γ(TC(T

′M)⊗T ′(T ′∗M)) şi∇′′ : Γ(TC(T
′M)) → Γ(TC(T

′M)⊗T ′′(T ′∗M)), care pot
Į descompuse în

∇′ = ∇′h +∇′v şi ∇′′ = ∇′′h +∇′′v.

Dorim să determinăm o conexiune simetrică∇ cu∇G = 0.

Teorema 2.2.9. Varietatea hermiƟană (T ′M,G) admite o unică (c.l.c), care este si-
metrică şi metrică în raport cuG, dată de (2.2.9). Aceasta se numeşte conexiunea Levi-
Civita de peT ′M,având coeĮcienţi locali nenuli exprimaţi în reperul adaptat {δk, ∂̇a, δk̄, ∂̇ā}
prin:

1

Li
jk =

1

2
g l̄i(δkgjl̄ + δjgkl̄);

2

Dc
j̄k = −

4

Dc
kj̄ =

1

2
[δj̄N

c
k − hd̄c(∂̇d̄gkj̄)];

2

Lc
ak =

1

2
[hd̄c(δkhad̄) + ∂̇aN

c
k ];

2

Ec
āk =

1

2
hd̄c[(∂̇āN

e
k)hed̄ − (∂̇d̄N

e
k)heā];

3

Li
jk̄ =

1

Di
k̄j =

1

2
g l̄i(δk̄gjl̄ − δl̄gjk̄);

2

F c
jb =

1

2
[hd̄c(δjhad̄)− ∂̇aN

c
j ];

4

Lc
ak̄ =

2

Hc
k̄a =

1

2
hd̄c[δk̄had̄ − (∂̇d̄N

ē
k̄)haē];

1

Gi
ab =

1

2
g l̄i[(∂̇bN

d̄
l̄ )had̄ + (∂̇aN

d̄
l̄ )hbd̄];

1

Ci
ka =

1

Bi
ak =

1

2
g l̄i[∂̇agkl̄ + (δkN

d̄
l̄ )had̄];

4

Hc
jb̄ = −1

2
hd̄c[(∂̇d̄N

e
j )heb̄ + (∂̇b̄N

e
j )hed̄];

2

Cc
ab =

1

2
hd̄c(∂̇bhad̄ + ∂̇ahbd̄);

1

M i
āb =

3

M i
bā =

1

2
g l̄i[(∂̇āN

d̄
l̄ )hbd̄ − δl̄hbā];

3

Ci
jb̄ =

1

Ei
āj =

1

2
g l̄i[∂̇b̄gjl̄ − (δl̄N

d
j )hdb̄];

4

Cc
ab̄ =

2

M c
b̄a =

1

2
hd̄c(∂̇b̄had̄ − ∂̇d̄hab̄), (2.2.12)

şi conjugatele.
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Această conexiune nu e nici h− nici v−metrică.

Ca să studiem conexiunea Levi-Civita, putem să considerăm o conexiune similară,
care ne ajută să exprimăm mai uşor proprietăţile lui∇. Într-adevăr, Įe D̃ o d− (c.l.c.)
pe TC(T

′M) :

D̃δkδj =
1

Li
jkδi; D̃δk ∂̇a =

2

Ld
ak∂̇d ; D̃δkδj̄ =

3

Li
j̄kδı̄ ; D̃δk ∂̇a =

4

Ld
ak∂̇d (2.2.13)

D̃∂̇a
δj =

1

Ci
jaδi; D̃∂̇b

∂̇a =
2

Cd
ab∂̇d ; D̃∂̇a

δj̄ =
3

C ı̄
j̄aδi ; D̃∂̇b

∂̇ā =
4

C d̄
āb∂̇d

şi conjugatele lor, unde coeĮcienţii locali ai conexiunii Levi-Civita sunt exprimaţi în (2.2.12).

Această d − (c.l.c.) este metrică în raport cu G, adică gjk̄|m = gjk̄|d = gjk̄|m̄ =

gjk̄|d̄ = 0, hab̄|m = hab̄|d = hab̄|m̄ = hab̄|d̄ = 0, unde cu ”|”, ”|”, ”̄|”, ”̄|” sunt notate
h−, v−, h̄− şi v̄−derivatele covariante în raport cu D̃.

Propoziţia 2.2.2. Componentele nenule a torsiunii a d− (c.l.c.) D̃ sunt

hT̃(δk̄, δj) = τ̃ i
jk̄
δi; vT̃(δk̄, δj) = Θ̃d

jk̄∂̇d; hT̃(∂̇ā, δj) = Υ̃i
jāδi; hT̃(∂̇a, δj) = Q̃i

jaδi;

vT̃(∂̇b̄, ∂̇a) = χ̃d
ab̄
∂̇d; vT̃(∂̇ā, δj) = ρ̃djā∂̇d; vT̃(δk̄, ∂̇a) = Σ̃d

ak̄∂̇d; vT̃(∂̇a, δj) = P̃ d
ja∂̇d;

şi conjugatele, unde

τ̃ i
jk̄

=
3

Li
jk̄
; Θ̃d

jk̄ = δk̄N
d
j ; Υ̃i

jā =
3

Ci
jā; Q̃i

ja =
1

Ci
ja; (2.2.14)

χ̃d
ab̄
=

4

Cd
ab̄
; ρ̃djā = ∂̇āN

d
j ; Σ̃d

bj̄ =
4

Ld
bj̄; P̃ d

ja = ∂̇bN
d
j −

2

Ld
jb.

Curbura lui D̃ are douăzeci componente (vezi p.44 din [Mu1] )

R̃i
jkh = Ahk{δh

1

Li
jk +

1

Lm
jk

1

Li
mh}; (2.2.15)

R̃ı̄
j̄kh = Ahk{δh

3

Lı̄
j̄k +

3

Lm̄
j̄k

3

Lı̄
m̄h};

R̃i
jk̄h = δh

3

Li
jk̄ − δk̄

1

Li
jh +

3

Lm
jk̄

1

Li
mh −

3

Li
mk̄

1

Lm
jh + (δhN

ē
k̄)

3

Ci
jē − (δk̄N

e
h)

1

Ci
je;

Ω̃d
akh = Ahk{δh

2

Li
ak +

2

Le
ak

2

Ld
eh};

Ω̃d̄
ākh = Ahk{δh

4

Ld̄
āk +

4

Lē
āk

4

Ld̄
ēh};

Ω̃d
ak̄h = δh

4

Ld
ak̄ − δk̄

2

Ld
ah +

4

Le
ak̄

2

Ld
eh −

4

Ld
ek̄

2

Le
ah + (δhN

ē
k̄)

4

Cd
aē − (δk̄N

e
h)

2

Cd
ae;
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Π̃i
jkc = ∂̇c

1

Li
jk − δk

1

Ci
jc +

1

Lm
jk

1

Ci
mc −

1

Li
mk

1

Ci
jc + (∂̇cN

e
k)

1

Ci
ej;

Π̃ı̄
j̄kc = ∂̇c

3

Lı̄
j̄k − δk

3

C ı̄
j̄c +

3

Lm
j̄k

3

C ı̄
mc −

3

Lı̄
mk

3

C ı̄
j̄c + (∂̇cN

e
k)

3

Ci
ej̄;

Π̃i
jkc

= ∂̇c
3

Li
jk
− δk

1

Ci
jc +

3

Lm
jk

1

Ci
mc −

3

Li
mk

1

Cm
jc + (∂̇cN

e
k
)

1

Ci
je;

P̃ d
akc = ∂̇c

2

Ld
ak − δk

2

Cd
ac +

2

Le
ak

2

Cd
ec −

2

Ld
ek

2

Ce
ac + (∂̇cN

e
k)

2

Cd
ae;

P̃ d
akc = ∂̇c

4

Ld
ak − δk

4

Cd
ac +

4

Le
ak

4

Cd
ec −

4

Ld
ek

4

Ce
ac + (∂̇cN

e
k)

4

Cd
ae;

P̃ d
akc

= ∂̇c
4

Ld
ak

− δk

2

Cd
ac +

4

Le
ak

2

Cd
ec −

4

Ld
ek

2

Ce
ac + (∂̇cN

e
k
)

4

Cd
ae;

Θ̃i
jbh

= δh
3

Ci
jb
− ∂̇b

1

Li
jh +

3

Cm
jb

1

Li
mh −

3

Ci
mb

1

Lm
jh − (∂̇bN

e
h)

1

Ci
je;

Q̃d
abh

= δh
4

Cd
ab
− ∂̇b

2

Ld
ah +

4

Ce
ab

2

Ld
eh −

4

Cd
eb

2

Le
ah − (∂̇bN

e
h)

2

Cd
je;

Ξ̃i
jbc = Acb{∂̇c

1

Ci
jb +

1

Cm
jb

1

Ci
mc};

Ξ̃ı̄
j̄bc = Acb{∂̇c

3

C ı̄
j̄b +

3

Cm̄
j̄b

3

C ı̄
m̄c};

Ξ̃i
jbc

= ∂̇c
3

Ci
jb
− ∂̇b

1

Ci
jc +

3

Cm
jb

1

Ci
mc −

3

Ci
mb

1

Cm
jc ;

S̃d
abc = Acb{∂̇c

2

Cd
ab +

2

Ce
ab

2

Cd
ec};

S̃ d̄
ābc = Acb{∂̇c

4

C d̄
āb +

4

C ē
āb

4

C d̄
ēc};

S̃d
ab̄c = ∂̇c

4

Cd
ab̄ − ∂̇b̄

2

Cd
ac +

4

Ce
ab̄

2

Cd
ec −

4

Cd
eb̄

2

Ce
ac.

Obiectele geometrice asociate lui G sunt în general complicate. Câteva simpliĮcări
apar când alegem cazuri parƟculare pentru gjk̄ şi pentru hab̄. Aici ne rezumăm la o ana-
liză mai detaliată a cazului parƟcular al liŌului G din (2.2.11):

GH(z, η) = gjk̄(z)dz
j ⊗ dz̄k + hab̄(z)δη

a ⊗ δη̄b. (2.2.16)

Propoziţia 2.2.3. Conexiunea Levi-Civita a metricii (2.2.16) este dată de următorii coe-
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Įcienţi nenuli

1

Li
jk =

1

2
g l̄i(∂kgjl̄ + ∂jgkl̄); (2.2.17)

2

Lc
ak =

1

2
[hd̄c(∂khad̄) + ∂̇aN

c
k ];

3

Li
jk̄ =

1

Di
k̄j =

1

2
g l̄i(∂k̄gjl̄ − ∂l̄gjk̄);

4

Lc
ak̄ =

2

Hc
k̄a =

1

2
hd̄c[∂k̄had̄ − (∂̇d̄N

ē
k̄)haē];

2

F c
jb =

1

2
[hd̄c(∂jhad̄)− ∂̇aN

c
j ];

1

M i
āb =

3

M i
bā =

1

2
g l̄i[(∂̇āN

d̄
l̄ )hbd̄ − ∂l̄hbā],

unde ∂k = ∂
∂zk

.

Curbura d− (c.l.c.) D̃ din (2.2.13) se reduce la

R̃i
jkh = Ahk{∂h

1

Li
jk +

1

Lm
jk

1

Li
mh}; (2.2.18)

R̃ı̄
j̄kh = Ahk{∂h

3

Lı̄
j̄k +

3

Lm̄
j̄k

3

Lı̄
m̄h};

R̃i
jk̄h = ∂h

3

Li
jk̄ − ∂k̄

1

Li
jh +

3

Lm
jk̄

1

Li
mh −

3

Li
mk̄

1

Lm
jh;

Ω̃d
akh = Ahk{∂h

2

Li
ak +

2

Le
ak

2

Ld
eh};

Ω̃d̄
ākh = Ahk{∂h

4

Ld̄
āk +

4

Lē
āk

4

Ld̄
ēh};

Ω̃d
ak̄h = ∂h

4

Ld
ak̄ − ∂k̄

2

Ld
ah +

4

Le
ak̄

2

Ld
eh −

4

Ld
ek̄

2

Le
ah.

FieK câmpul tensorial de curbură a conexiunii Levi-Civita∇. Vom nota componen-
tele lui cu aceleaşi litere ca în Aldea, [Al2], indexaţi cu două Ɵpuri de indici. Din şaizeci
de componente ale curburii, numai 21 vor Į nenule:

Propoziţia 2.2.4. Fie D̃ d−(c.l.c.)peTC(T
′M), cu coeĮcienţii locali exprimaţi în (2.2.17).

În raport cu reperul adaptat asociat (c.n.c) Chern-Finsler, coeĮcienţii locali nenuli ai cur-
burii a conexiunii Levi-Civita pe (T ′M,GH) sunt
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Ri
jkh = R̃i

jkh;

Ri
j̄kh = Ahk{

3

Li
kj̄|h +

1

Lm
kh

3

Li
mj̄};

Rı̄
j̄kh = R̃ı̄

j̄kh;

Ri
jk̄h = R̃i

jk̄h +
3

Lm
jk̄

1

Li
mh −

1

Lm
jh

3

Li
mk̄ +

3

Lm̄
k̄j

3

Li
hm̄;

Rı̄
jk̄h =

3

Lı̄
k̄j|h +

3

Lı̄
mk̄

1

Lm
jh;

Ωd
akh = Ω̃d

akh;

Ωd
ak̄h = Ω̃d

ak̄h;

Πd
jkc =

2

F d
jc|h −

2

F d
jc

2

Le
ck + (∂̇cN

e
k)

2

F d
je;

Πd
j̄kc = −

4

Ld
jc|k +

3

Lm
kj

2

F d
mc −

4

Le
cj

2

Ld
ek + (∂̇cN

e
k)

4

Ld
j̄e;

Πd
jk̄c = −

2

F d
jc|k̄ −

2

F d
je

4

Le
ck̄ +

3

Lm̄
k̄j

4

Ld
cm̄;

P i
ākc = −

1

M i
āc|k −

2

Le
ck

1

M i
āe −

1

M m̄
cā

3

Li
km̄ + (∂̇cN

e
k)

1

M i
āe;

P ī
ākc = −

1

M ī
cā|k −

2

Le
ck

1

M ī
eā + (∂̇cN

e
k)

1

M ī
eā;

Θd
jb̄h = −

4

Lē
b̄j

2

Ed
ēh − (∂̇b̄N

e
h)

2

F d
je

Qi
ab̄h =

1

M i
b̄a|h +

4

Lē
b̄h

1

M i
ēa +

1

M m̄
ab̄

3

Li
hm̄;

Qī
ab̄h =

1

M ī
ab̄|h +

4

Lē
b̄h

1

M ī
aē;

Ξi
j̄bc = Acb{

4

Lē
bj̄

1

M i
ēc};

Ξi
jb̄c =

4

Lē
bj̄

1

M i
ēc −

2

F e
jc

1

M i
b̄e;

Ξd
jb̄c =

4

Lē
b̄j

1

Md
cē;

Sd
ābc = Acb{

1

Mm
āb

2

F d
mc +

1

M m̄
bā

4

Ld
cm̄};

Sd
ab̄c =

1

Mm
b̄a

2

F d
mc +

1

M m̄
ab̄

4

Ld
cm̄.
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Tensorii de curbură a lui Ricci sunt
H

Rjk := Ri
jki;

H

Rj̄k := Ri
j̄ki;

H̄

Rjk := Rı̄
jı̄k;

V

Πj̄k :=

Πd
j̄kd;

H

P āb := P i
āib;

V

S āb := Sd
ābd. De la care se obţin următorii scalari Ricci r :=

gj̄k
H

Rj̄k; π := gj̄k
V

Πj̄k; p := hāb
H

P āb; s := hāb
V

S āb.

UƟlizând câteva idei din cazul real ([Mi-An]), o generalizare a ecuaţiilor Einstein cla-
sice pentru un spaţiu Finsler complex n−dimensional este

Rᾱβ −
1

2
ρ · Gβᾱ = χTᾱβ. (2.2.19)

Aici am standardizat notaţia şi am uƟlizat litere greceşƟ α, β = 1, . . . , n în locul celor
două Ɵpuri de indici. Cu Rᾱβ se notează componentele tensorului Ricci. ρ reprezintă
curbura scalară Ricci. Gβᾱ reprezintă tensorii metrici gjk̄ şi hab̄, respecƟv. χ este con-
stanta universală, şi Tᾱβ sunt tensorii energie-moment ([Al-Mu1]). Cum conexiunea
Levi-Civita ∇ nu are torsiune, legile de conservare ale ecuaţiilor Einstein (2.2.19) sunt
veriĮcate, adică∇α(Rα

β − 1
2
ρδαβ ) = 0, sau echivalent∇αTαβ = 0.

Din acest moƟv, ca şi în teoria clasică, are loc

Propoziţia 2.2.5. În vid tensorii Ricci a conexiunii Levi-Civita de pe T ′M se anulează.

2.3 Soluţiile ecuaţiilor Einstein complexe în vid pentru o me-
trică slab gravitaţională

În această secţiune scopul nostru este să rezolvăm ecuaţiile Einstein complexe în cazul
spaţiului Finsler complex 2−dimensional în vid, când tensorul metric fundamental este
o metrică slab gravitaţională, [Al-Mu1]:

gjk̄(z, η) = ηjk̄ + pjk̄, (2.3.1)

unde (ηjk̄) :=

(
1 −i
i −1

)
, este metrica Minkowski şi (pjk̄) :=

(
2Φ
c2

i2Φ
c2

−i2Φ
c2

2Φ
c2

)
este o

perturbare mică a lui ηjk̄, şiΦ reprezintă un potenţial gravitaţional. În acest caz, Φ este
o funcţie netedă cu valori reale în T ′M şi Φ ̸= c2

2
, unde c ∈ R, c ̸= 0.

Teorema 2.3.1 ([Al-Mu4]). Fie (M,F ) un spaţiu Finsler complex, cu L = F 2 din (2.3.2).
Atunci (M,F ) este ori un spaţiu pur hermiƟan, ori un spaţiu local Minkowski cu η1 =
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iη2, având Lagrangianul

L =

(
1 +

2Φ

c2

)
|η1|2 − i

(
1− 2Φ

c2

)
η1η̄2 + i

(
1− 2Φ

c2

)
η2η̄1 −

(
1− 2Φ

c2

)
|η2|2.

(2.3.2)

Prin calcule elementare, se obţin expresiile locale a (c.l.c) Chern-Finsler undeΦk :=
∂Φ
∂zk

, k = 1, 2 :

N1
k = 0; N2

k =
−2i

c2
(
1− 2Φ

c2

)(η1 − iη2)Φk; L1
jk = 0;

L2
1k = − 2i

c2
(
1− 2Φ

c2

)Φk = iL2
2k; C1

jk = 0; C2
jk = 0, j, k = 1, 2.

În conƟnuare presupunem că (M,F ) este un spaţiu pur hermiƟan, Metrica hermi-
Ɵană corespunzătoare GH dată în (2.2.16) rescrisă pentru metrica slab gravitaţională
(2.3.1) va Į

Gwg(z, η) = ηjk̄dz
j ⊗ dz̄k + gjk̄δη

j ⊗ δη̄k, (2.3.3)

unde (ηjk̄) :=
(
1 −i
i −1

)
, cu matricea inversă (ηk̄j) :=

(
1
2

− i
2

i
2

−1
2

)
, şi

(gjk̄(z, η))jk̄=1,2 =

(
1 + 2Φ

c2
−i
(
1− 2Φ

c2

)
i
(
1− 2Φ

c2

)
−
(
1− 2Φ

c2

)) gk̄j(z, η))jk̄=1,2 =

(1
2

−i
2

i
2

− 1+ 2Φ
c2

2(1− 2Φ
c2
)

)
.

(2.3.4)

Ca să rezolvăm ecuaţiile Einstein în cazul parƟcular a spaţiului Finsler, trebuie să
exprimăm coeĮcienţii conexiunii Levi-Civita asociate metricii din (2.3.3). CoeĮcienţii
căutaţi au următoarele expresii:

2

L2
jk =

−ik

c2
(
1− 2Φ

c2

)(Φ + (−1)kΦk);
2

F 2
jk =

−ik

c2
(
1− 2Φ

c2

)(Φ + Φk); (2.3.5)

1

M1
j̄2 =

−ij

c2
(Φ1̄ + iΦ2̄);

1

M2
j̄2 =

ij

c2
(iΦ1̄ + Φ2̄), j, k = 1, 2.

Teorema2.3.2. Ecuaţiile Einstein complexe în vid corespunzătoare spaţiului Finsler com-
plex 2−dimensional (M,F ) cu metrica Finsler complexă din (2.3.2) şi cu conexiunea
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Levi-Civita din (2.3.5) sunt

− 2

c4
(
1− 2Φ

c2

) (Φ1Φ1̄ + iΦ1Φ2̄ − iΦ2Φ1̄ − Φ2Φ2̄) +

(
1− 2Φ

c2

)
ρ = 0; (2.3.6)

2i

c4
(
1− 2Φ

c2

) (Φ1Φ1̄ + iΦ1Φ2̄ − iΦ2Φ1̄ − Φ2Φ2̄) + i

(
1− 2Φ

c2

)
ρ = 0;

i2−j

c2
(Φ11̄ + iΦ12̄ − iΦ21̄ − Φ22̄) +

2i

c4
(
1− 2Φ

c2

)(1− i2−j) (Φ1Φ1̄+

+iΦ1Φ2̄ − iΦ2Φ1̄ − Φ2Φ2̄) + (−i)j
(
1− 2Φ

c2

)
ρ = 0;

i2−j

c4
(
1− 2Φ

c2

)(1− i)(Φ + Φ1) (Φ1̄ − Φ2̄) + (−i)j
(
1− 2Φ

c2

)
ρ = 0, j = 1, 2,

şi conjugatele lor, unde ρ reprezintă curbura scalară.

Propoziţia 2.3.1. Funcţia cu valori reale pe T ′M,Φ(z) = Φ(z1, z̄1, z2, z̄2), este o soluţie
ecuaţiilor Einsteni (2.3.6), dacă veriĮcă următoarele condiţii:

i) Φ1 = Φ2;

ii) Φ1̄ = Φ2̄.

Exemplul 2.3.1. Considerăm funcţia Φ(z) = c2

2
ei(z

1−z̄1)+i(z2−z̄2) pe C2. Impunând con-
diţia Φ > c2

2
, introducem peD := {z ∈ C2|Im(z1 + z2) > 0}

o metrică Finsler complexă pur hermiƟană cu ajutorul lui (2.3.2):

L =
(
1 + eZ

)
|η1|2 − i

(
1− eZ

)
η1η̄2 + i

(
1− eZ

)
η2η̄1 −

(
1− eZ

)
|η2|2,

undeZ = i(z1− z̄1)+ i(z2− z̄2). CumΦ veriĮcă condiţiile din Propoziţia 2.3.1, metrica
de Ɵp Sasaki deĮnită în (2.3.3) cu ajutorul lui Φ, devine o soluţie pentru ecuaţiile lui
Einstein în vid.

Menţionăm că pe lângă soluţiile oferite de Propoziţia 2.3.1, există şi alte soluţii:

Exemplul 2.3.2. Fie Φ(z) = c2

2
e−(z1+z̄1)+z2+z̄2 o funcţie cu valori reale pe T ′M. Cerem,

ca Φ > c2

2
, şi introducem pe D := {z ∈ C2| Re(z2 − z1) > 0} o metrică Finsler

complexă pur hermiƟană cu ajutorul lui (2.3.2):

L =
(
1 + eZ

)
|η1|2 − i

(
1− eZ

)
η1η̄2 + i

(
1− eZ

)
η2η̄1 −

(
1− eZ

)
|η2|2,

unde Z = −(z1 + z̄1) + z2 + z̄2. Se poate veriĮca că funcţia Φ nu saƟsface cerinţele
Propoziţiei 2.3.1, dar totuşi este o soluţie pentru sistemul (2.3.6). Deci metrica de Ɵp
Sasaki construită cu ajutorul ei devine o soluţie pentru ecuaţiile Einstein complexe.
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Metrica Beil complexă

Metricile Beil reale au fost introduse pentru prima dată de R.G. Beil în scopul rea-
lizării unei teorii de uniĮcare a câmpurilor gravitaţionale şi electromagneƟce, [Be2].
Acestea au fost numite metrici Beil pe un spaţiu Finsler (real) (M,F ), având tenso-
rul metric gij(x, y) de forma ∗gij(x, y) = gij(x, y) + σ(x, y)Bi(x, y)Bj(x, y), unde
Bi(x, y) = gij(x, y)B

j(x, y), pentru Bj(x, y) un câmp vectorial. R.G. Beil moƟvează
alegerea făcută pentru metrica ∗gij(x, y) în felul următor: ”Cum în teoria mea de uni-
Įcare canƟtatea k, care corespunde cu σ din expresie, are legătură cu constanta gravi-
taţională, atunci o interpretare Įzică posibilă a acestei teorii cu σ independentă de y,
ar Į că gravitaţia în sine este dependentă de viteză.”

UƟlitateamajoră ametricii Beil reale este evidenţiată în mai multe lucrări şƟinţiĮce,
de pildă [An-Sh1, Ba-St-T, Mi-An, Mi3, Mi-H-Sh, Sa-Bl], etc. Scopul nostru este să dăm
o descriere sistemaƟcă a spaţiilor Lagrange, Finsler şi Cartan, înzestrate cu metrici Beil
complexe pe varietateaM,

g̃iȷ̄(z, η) = giȷ̄(z, η) + σ(z, η)Bi(z, η)Bȷ̄(z, η), (3.0.1)

cu giȷ̄(z, η) tensorul metric fundamental al spaţiului Finsler complex (M,F ), şiBi(z, η)

= giȷ̄(z, η)Bj(z, η), pentru Bj(z, η) un câmp vectorial complex dat. Aceste spaţii sunt
foarte interesante pentru aplicaţiile lor în Įzica teoreƟcă, având ca bază geometria spa-
ţiului Finsler complex.

Toate rezultatele din acest capitol aparţin autorului şi sunt cuprinse în lucrările [Sz2,
Sz3, Sz5, Sz6].

27
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3.1 Spaţii Lagrange complexe cu metrica Beil

În această secţiune introducem metrica Beil complexă, adică o metrică complexă care
este compusă din două părţi: prima parte este tensorul fundamental al spaţiului Finsler
complex, iar partea a doua este produsul între o funcţie cu valori reale cu două câmpuri
vectoriale, toate deĮnite pe o varietate complexă dată. Primul pas în studiul nostru
constă în analiza tensorului ∗giȷ̄, obţinând o condiţie echivalentă ca să Įe o metrică
Lagrange generalizată, apoi calculăm inversa şi determinantul ei.

Mai departe, studiem cazurile când nouametrică Lagrange generalizată devine slab
regulată, respecƟv regulată. În aceste cazuri, suntem în măsură să determinăm câte o
conexiune neliniară complexă a spaţiului corespunzător. Un caz special al spaţiului La-
grange generalizat este spaţiul local Minkowski generalizat. Am reuşit să parƟcularizăm
metrica Beil complexă, ca să obţinem şi aici un tensor metric potrivit.

La Įnalul acestei secţiuni, construim un Lagrangian complex pornind de la ometrică
Beil complexă.

Urmărind ideile din cazul real, [An-Sh1, An-Sh2, Ba-St-T], introducem o nouă clasă
de metrici complexe. Fie (M,F ) un spaţiu Finsler complex n−dimensional, şi giȷ̄ ten-
sorul metric fundamental. Presupunem că (M,F ) este înzestrat cu un câmp vectorial
complexB = Bk(z, η)∂̇k, şi ĮeBk(z, η)dz

k o (1, 0)−formă diferenţială, cuBm̄ := Bm.
Ridicarea şi coborârea indicilor se efectuează cu (gȷ̄k) şi (giȷ̄), unde giȷ̄gȷ̄k = δki . În plus
considerăm şi o funcţie cu valori reale σ : T ′M → R, pe T ′M .

Cu ajutorul acestor obiecte deĮnim

g̃iȷ̄(z, η) = giȷ̄(z, η) + σ(z, η)Bi(z, η)Bȷ̄(z, η). (3.1.1)

Scopul nostru este să demonstrăm, că matricea (g̃iȷ̄), deĮnită înainte, este nedege-
nerată şi g̃iȷ̄ este un d−tensor hermitan de Ɵp

(
0 0̄
1 1̄

)
.

VeriĮcarea faptul că (g̃iȷ̄) sunt componentele unei matrici hermiƟene şi că veriĮcă
legea de transformare g̃′iȷ̄ =

∂z′k

∂zi
∂z̄′l

∂z̄j
∗gkl̄ se poate efectua prin calcule simple.

Propoziţia 3.1.1. Pentru d−tensorul g̃iȷ̄ din (3.1.1) are loc

i) det(g̃iȷ̄) = (1 + σB2)det(giȷ̄);

ii) Dacă 1+σB2 ̸= 0, d−tensorul gij̄ este nedegenerat şi inversa lui are următoarea
expresie g̃ȷ̄i = gȷ̄i − σ

1+σB2B
iB ȷ̄,
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unde B2 = BiB
i = giȷ̄B

iB ȷ̄ (norma lui B în raport cu giȷ̄).

Teorema 3.1.1. Perechea (M, g̃iȷ̄) este un spaţiu Lagrange complex generalizat, dacă
şi numai dacă 1 + σB2 ̸= 0.

Acest rezultat implică faptul că g̃iȷ̄ din (3.1.1) este este tensorul fundamental al unei
g.c.L, dacă 1+σB2 ̸= 0, pe care îl numimmetrica Beil complexă, prin analogie cu cazul
real, [An-Sh1].

Lema 3.1.1. Metrica Beil complexă g̃iȷ̄ din (3.1.1) este o metrică (g.c.L) poziƟv deĮnită
dacă şi numai dacă 1 + σB2 > 0.

Exemplul cel mai simplu al unei metrici Lagrange generalizate este cel care provine
dintr-o funcţie Lagrange sau Finsler de pe T ′M.

În cele ce urmează prezentăm câteva subclase proprii de spaţii (g.c.L), pentru care
putem să determinăm o (c.n.c.) în funcţie de tensorul metric g̃iȷ̄.

Propoziţia 3.1.2. i) Dacă câmpul vectorial Liouville complex Γ = ηk ∂
∂ηk

este orto-
gonal lui B, atunci g̃iȷ̄ este o metrică slab regulată şi ĝiȷ̄ = giȷ̄.

ii) Dacă Bi = Bi(z) şi σ(z, η) = f(|β|2), cu f : R → R+ o funcţie netedă, atunci
g̃iȷ̄ este o metrică slab regulată dacă şi numai dacă 1+φB2 ̸= 0, unde φ(|β|2) =
f ′′|β|4 + 3f ′|β|2 + f, f ′ := df

d|β2| , f
′′ := d2f

(d|β2|)2 , şi în acest caz obţinem

ĝiȷ̄ = giȷ̄ + φ(z, η)Bi(z)Bȷ̄(z). (3.1.2)

Lema 3.1.2. (C.n.c.) Chern-Lagrange a spaţiului (g.c.L) (M, g̃iȷ̄) cu metrică slab regu-
lată dată de (3.1.2) are următoarea expresie:

CL

Ñk
j =

CF

Nk
j + ĝ ı̄k(fBı̄Bp)|jη

p +BkBm

CF

Nm
j

[
(1− φ̃B2)(f ′|β|2 + f)− φ

]
+ĝ ı̄k(∂j ∂̇ı̄f)|β|2, (3.1.3)

unde φ(|β|2) = f ′′|β|4 + 3f ′|β|2 + f, φ̃ := φ
φB2+1

şi ”|j” reprezintă derivata covariantă
Chern-Finsler a spaţiului Finsler complex (M,F ).

Propoziţia 3.1.3. i) Dacă câmpul vectorial Liouville complex Γ = ηk ∂
∂ηk

este orto-
gonal lui B, atunci g̃iȷ̄ este o metrică regulată, şi ĝiȷ̄ = giȷ̄.

ii) Dacă Bi = Bi(z) şi σ(z, η) = f(|β|2), cu f : R → R+ o funcţie netedă, atunci
g̃iȷ̄ este o metrică regulată dacă şi numai dacă f = c ∈ R şi 1 + φB2 ̸= 0. Asƞel
are loc,

ĝiȷ̄ = g̃iȷ̄ = giȷ̄ + cBi(z)Bȷ̄(z). (3.1.4)
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Ca o consecinţă a acestei propoziţii şi a Lemei 3.1.2 avem,

Lema 3.1.3. (C.n.c.) Chern-Lagrange a spaţiului (g.c.L) (M, g̃iȷ̄) cu metrică regulată
dată de Propoziţia 3.1.3 cazul ii) are următoarea expresie:

CL

Ñk
j =

CF

Nk
j + cg̃ ı̄k(Bı̄Bp)|jη

p − c2B2

cB2 + 1
BkBm

CF

Nm
j (3.1.5)

unde g̃iȷ̄ este exprimat în (3.1.1) şi ”|j” reprezintă derivata covariantă Chern-Finsler a
spaţiului Finsler complex (M,F ).

O condiţie suĮcientă ca spaţiul (g.c.L) (M, g̃iȷ̄) să Įe local Minkowski este prezen-
tată în conƟnuare:

Propoziţia 3.1.4. Fie (g.c.L) (M, g̃iȷ̄) un spaţiu (g.c.L) cumetrica Beil complexă (3.1.1).
Dacămetrica Finsler complexă giȷ̄ este localMinkowski (adică există hărţi locale pe T ′M
în care giȷ̄ depinde numai de η), şi ∂k(σBiBm̄) = 0, atunci (M, g̃iȷ̄) este un spaţiu (g.c.L)
local Minkowski.

3.2 Spaţii Finsler complexe cu metrica Beil

În secţiunea anterioară am introdus metrica Beil complexă şi am studiat în ce condi-
ţii devine ea o metrică Lagrange generalizată. ConƟnuând ideea clasiĮcării, în cele ce
urmează vrem să vedem în ce condiţii metrica Beil este tensorul metric al unui spaţiu
Finsler complex.

La început dăm condiţii necesare şi suĮciente pentru care tensorul (3.1.1) să Įe un
tensor metric al unui spaţiu Finsler complex (Teorema 3.2.1). Ca urmare putem să con-
struim geometria acestor noi spaţii, adică să exprimăm obiectele principale ale geome-
triei corespunzătoare: conexiunea Chern-Finsler, curbura olomorfă, condiţiile Kähler,̧
Berwald, şi proiecƟv echivalenţa înte cei doi Lagrangieni.

Mai mult decât atât, scopul nostru este să arătăm, că această tehnică de abordare
poate să aibă şi interpretare Įzică. Ca să aƟngem acest obiecƟv, am găsit o aplica-
ţie a metricii date în (3.1.1). În acest caz, s-a construit Lagrangianul unei metrici Beil
complexe provenită dintr-o metrică slab gravitaţională perturbată de un potenţial elec-
tromagneƟc. Rezolvând problema variaţională asociată acestui Lagrangian, regăsim
(c.l.c.) Chern-Finsler (Teorema 3.2.5). Geodezicele complexe corespunzătoare metri-
cii Beil complexe sunt date în Teorema 3.2.6.
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Teorema 3.2.1. Metrica Beil complexă din (3.1.1) este tensorul metric fundamental al
unui spaţiu Finsler complex (M, F̃ ) dacă şi numai dacă următorul sistem de ecuaţii este
saƟsfăcut:

(∂̇kσ)BiBj̄ + σ(∂̇kBi ·Bj̄ + ∂̇kBj̄ ·Bi) = (∂̇iσ)BkBj̄ + σ(∂̇iBk ·Bj̄ + ∂̇iBj̄ ·Bk);

(∂̇kσ)BiBj̄η
k + σ(∂̇kBi ·Bj̄ + ∂̇kBj̄ ·Bi)η

k = 0. (3.2.1)

În acest caz, metrica Finsler complexă asociată este

F̃ =
√

F + σ(z, η)|β|2. (3.2.2)

Dacă condiţiile (3.2.1) sunt veriĮcate, atunci pentru Bi = Bi(z) şi σ = L, a doua
relaţie din (3.2.1) se reduce la LBiBj̄ = 0, care nu este o idenƟtate pentru orice Bi.
Deci putem să spunem, că g̃iȷ̄ în general nu este reducƟbil la ometrică Finsler complexă.

Următorul caz parƟcular veriĮcă condiţiile Teoremei anterioare:

Propoziţia 3.2.1. Dacă Bi = Bi(z) şi σ = σ(z) ≥ − F 2

|β|2 , atunci (M, g̃iȷ̄) devine un
spaţiu Finsler complex, cu metrica

F̃ 2 = F 2 + σ(z)|β|2, (3.2.3)

unde β = Bi(z)η
i.

De-a lungul acestui subcapitol vom lucra cu următoarele ipotezeBi = Bi(z) şi σ =
σ(z) ≥ 0. În aceste condiţii metrica Beil complexă va Į de forma

g̃iȷ̄(z, η) = giȷ̄(z, η) + σ(z)Bi(z)Bȷ̄(z). (3.2.4)

În aceste condiţii putem să demonstrăm că Bi, B2 şi σ̃ sunt (2, 0)−omogene în η.

Exemplul 3.2.1. Dacă F (z, η) = mc
√

γiȷ̄(z)ηiη̄j, Bi(z) = Ai(z) şi σ(z) = e
m
, unde

m, c, e sunt scalarii reali bine cunoscuţi, obţinem un model al electrodinamicii com-
plexe.

Teorema 3.2.2. Coordonatele locale a (c.n.c.) Chern-Finsler asociate spaţiului Finsler
complex (M, F̃ ), Ñ i

j = g̃m̄i ∂g̃pm̄
∂zj

ηp, au expresia

Ñ i
j = N i

j + Ai
j, (3.2.5)

undeN i
j este (c.n.c) a spaţiului Finsler (M,F ),

Ai
j = g̃m̄i(σBpBm̄)|jη

p, (3.2.6)

Ai
j deĮnit în (3.2.6) este un d−tensor (1, 0)−omogen în η.
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În spaţiul Finsler complex (M, F̃ ) reperul orizontal adaptat va Į notat cu δ̃k := ∂k−
Ñm

k ∂̇m = δk − Am
k ∂̇m.

Propoziţia 3.2.2. În spaţiul Finsler complex (M, F̃ ), cu F̃ dată în (3.2.3), coeĮcienţii
locali a (c.l.c.) Chern-Finsler C̃Γ sunt

L̃i
jk = Li

jk + ∂̇jA
i
k;

C̃i
jk = Ci

jk − σ̃BiBm̄Cjm̄k. (3.2.7)

Ca să evaluăm torsiunile şi curburile lui C̃Γ, notăm cu Λi
jk = ∂̇jA

i
k şi cu

Λ̃i
jk = −σ̃Bm̄BiCjm̄k.

Componenetele nenule a torsiuniiN − (c.l.c.) C̃Γ sunt următoarele

T̃ i
jk = T i

jk + Λi
jk − Λi

kj; Q̃i
jk̄ = Ci

jk̄ + Λ̃i
jk̄, (3.2.8)

Θ̃i
jk̄ = Θi

jk̄ − ρijp̄N
p̄

k̄
+ δ̃k̄A

i
j; ρ̃ijk̄ = ρijk̄ + ∂̇k̄A

i
j,

unde T i
jk, Θ

i
jk̄

şi ρi
jk̄

sunt expresiile locale a torsiunii asociate (c.l.c.) Chern-Finsler pe
(M,F ) descrise în (1.1.12).

Componentele nenule a curburii corespunzătoare lui C̃Γ sunt:

R̃i
jk̄h = Ri

jk̄h − δ̃k̄Λ
i
jh + Ap̄

k̄
· ∂̇p̄Li

jh − Ci
jl(δk̄A

l
h − Ap̄

k̄
· ∂̇p̄N l

h)− δ̃k̄Ñ
l
h · Λ̃i

jl;

P̃ i
jk̄h = P i

jk̄h − Si
jp̄hA

p̄

k̄
− δ̃k̄Λ̃

i
jh;

Q̃ı̄
ȷ̄k̄h = Qı̄

ȷ̄k̄h + ∂̇hΛ
ı̄
ȷ̄k̄ + ∂̇hA

l̄
k̄ · C

ı̄
ȷ̄l̄ + ∂̇hÑ

l̄
k̄ · Λ̃

ı̄
ȷ̄l̄;

S̃i
jk̄h = Si

jk̄h − ∂̇k̄Λ̃
i
jh,

unde Ri
jk̄h

, P i
jk̄h

, Qı̄
ȷ̄k̄h

şi Si
jk̄h

sunt componentele curburii lui CΓ.

Teorema 3.2.3. Curbura olomorfă e în direcţia lui η a lui C̃Γ este

KF̃ (z, η) =

(
1− σ|β|2

L̃2

)
KF +

2

L2

(
1− σ|β|2

L̃2

)
·

·
[
(∂̇p̄Ñ

l
0)A

p̄
0ηl − (δ0̄A

l
p)η

pηl − σβ̄Bl(δ̃0̄Ñ
l
p)η̄

p
]
.

Exemplul 3.2.2. Pentru z, η ∈ Cn notăm |z|2 :=
∑n

k=1 z
kz̄k, < z, η >:=

∑n
k=1 z

kη̄k,
şi considerămmetrica Bergman

L :=
|η|2 − |z|2|η|2+ < z, η > < z, η >

(1− |z|2)2
,
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deĮnită pe ∆n := {z ∈ C | |z| < 1}. Tensorul metric fundamental al lui (M,L) este
gjk̄ =

1
1−|z|2 (δjk̄ +

z̄jzk

1−|z|2 ), cu inversa gk̄j = (1− |z|2)(δk̄j − z̄kzj). Această metrică este
Kähler pur hermiƟană, de curbură olomorfă constantă egală cu −4, şi expresiile locale
a (c.n.c.) Chern-Finsler sunt: N j

k = 1
1−|z|2 (δ

j
k

∑n
l=1 z̄

lηl + z̄kηj). Ca să obţinem un alt
exemplu de metrică Beil complexă, alegem Bk = z̄k

1−|z|2 şi σ = −1. Printr-un calcul

direct, deducem L̃ = L+σBjBk̄η
jηk = |η2|

1−|z|2 ; şig̃jk̄ =
1

1−|z|2 δjk̄; g̃
k̄j = (1−|z|2)δk̄j iar

(c.n.c.) Chern-Finsler asociată aceastei metrici Beil este: Ñ j
k = N j

k +
<z,η>
1−|z|2 δ

j
k Curbura

olomorfă a lui (M, L̃) este poziƟvă,KL̃ = 2L

L̃
> 0.

În conƟuare evidenţiemcazur parƟculare de spaţii Finsler complex cu metrică Beil
complexă.

• (M, F̃ ) cu metrică Beil complexă este pur hermiƟan dacă şi numai dacă (M,F )
este pur hermiƟan.

• Fie (M,F ) un spaţiu Finsler complex.

– (M, F̃ ) este slab Kähler dacă şi numai dacă

∂j(σ|β|2)− ∂0(σBjB0̄)− C̃p0̄jA
p
0 = 0, j = 1, . . . , n. (3.2.9)

– (M, F̃ ) este Kähler dacă şi numai dacă

g̃m̄i[∂0(σBjBm̄)− ∂j(σB0Bm̄)− C̃pm̄jA
p
0] = 0, j = 1, . . . , n.(3.2.10)

• Fie (M,F ) un spaţiu Berwald generalizat. Spaţiul (M, F̃ ) este Berwald genera-
lizat dacă şi numai dacă

∂̇h̄g̃
m̄i(σBpBm̄)|0η

p = 0. (3.2.11)

• Fie (M,F ) un spaţiu Berwald complex. (M, F̃ ) este un spaţiu Berwald complex
dacă următoarele condiţii sunt veriĮcate

i) g̃m̄i[∂0(σBkBm̄)− ∂k(σB0Bm̄)− C̃pm̄kA
p
0] = 0;

ii) C̃im̄p̄A
i
0 = 0.

Următorul pas din studiul nostru este centrat pe idenƟĮcarea cazurilor când metri-
cile Finsler complexe L şi L̃ sunt proiecƟv echivalente.
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Teorema 3.2.4. Metricile Finsler complexe L şi L̃ = L + σ|β|2, ambele deĮnite pe M,
sunt proiecƟv echivalente, adică

G̃r = Gr +Qr + Pηr, r = 1, . . . , n, (3.2.12)

unde

Qr = − 1

2L̃
gȷ̄lT k̄

p̄ȷ̄(∂̇lL̃)η̄
pη̄kη

r, r = 1, . . . , n, (3.2.13)

P =
1

2L̃

(
Ai

jη
j + gȷ̄iT k̄

p̄ȷ̄η̄
pη̄k

)
(∂̇iL̃), (3.2.14)

şi schimbarea proiecƟvă este G̃r = Gr + 1
2
Ar

jη
j.

Lema 3.2.1. Fie (M,L) un spaţiu Finsler complex, şi Įe L̃metrica Finsler complexă de-
Įnită în (3.2.4) peM. CoeĮcienţii spray-urilorGi şi G̃i a metricilor L şi L̃ veriĮcă relaţia

G̃i = Gi +
1

2
g̃r̄i
(
∂̇r̄(δkL̃)η

k + 2(∂̇r̄G
l)(∂̇lL̃)

)
, i = 1, . . . , n.

Corolarul 3.2.1. Pentru metrica Finsler complexă L̃ din (3.2.3) are loc g̃ir̄A
i
jη

j η̄r =

(δkL̃)η
k.

3.2.1 Problema variaţională într-un spaţiu slab gravitaţional perturbat

Fie (M,L) un spaţiu Finsler complex 2−dimensional, cu

L =

(
1 +

2Φ

c2

)
|η1|2 − i

(
1− 2Φ

c2

)
η1η̄2 + i

(
1− 2Φ

c2

)
η2η̄1 −

(
1− 2Φ

c2

)
|η2|2

(3.2.15)
metrica slab gravitaţională, studiată mai detaliat în [Al-Mu4], şi prezentată în Secţiunea
2.3 . În această subsecţiune, perturbăm metrica slab gravitaţională (3.2.15) ca să obţi-
nemomeƟrcăBeil complexă, cu unpotenţial electrodinamic, a|β|2 = aBj(z)Bk̄(z)η

j η̄k,
cu a > 0. Asƞel, obţinem o metrică Finsler complexă care provine dintr-o metrică slab
gravitaţională L̃ = L+ a|β|2, a cărei tensor fundamental este

(g̃jk̄) :=

(
1 + 2Φ

c2
+ aB1B1̄ −i

(
1− 2Φ

c2

)
+ aB1B2̄

i
(
1− 2Φ

c2

)
+ aB2B1̄ −

(
1− 2Φ

c2

)
+ aB2B2̄

)
, (3.2.16)

şi inversa lui are următoarea expresie g̃k̄j = gk̄j − ãBk̄Bj, unde ã = a
aB2+1

. Această
metrică o vom numimetrica Beil slab gravitaţională.
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UƟlizând rezultatele generale din acest subcapitol, exprimăm legăturile dintre obiec-
tele geometrice asociate acestei metrici:

Ñ j
k = N j

k + ag̃m̄j

(
∂k(BpBm̄)η

p +
2i

c2
(
1− 2Φ

c2

)(η1 − iη2)ΦkBm̄B2

)
; (3.2.17)

G̃j = Gj + ag̃m̄j

(
∂k(BpBm̄)η

pηk +
2i

c2
(
1− 2Φ

c2

)(η1 − iη2)ΦkBm̄B2η
k

)
.

În cele ce urmează, studiem problema variaţională a metricii Beil slab graviaţionale
L̃ = L + a|β|2 în parametrizarea canonică a unei curbe pe varietatea complexă M în
raport cu metrica slab gravitaţională pur hermiƟană (3.2.15).

Considerăm c(t), c ∈ R o curbă C∞ pe varietate complexăM, şi (zk(t), ηk = dzk

dt
)

extensia lui pe T ′M. Ecuaţiile Euler-Lagrange în raport cu Lagrangianul complex L̃ sunt

Ek(L̃) :=
∂L̃

∂zk
− d

dt

(
∂L̃

∂ηk

)
= 0, k = 1, 2, (3.2.18)

unde L̃ este considerat de-a lungul curbei c pe T ′M. În general soluţiile ecuaţiilor Euler-
Lagrange sunt curbele extremale în raport cu lungimea de arc.

Propoziţia 3.2.3. Ecuaţiile Euler-Lagrange în raport cu metrica L̃ = L+ a|β|2 sunt

Ek(L̃) = Ek(L) + aEk(|β|2) = 0, k = 1, 2. (3.2.19)

sau în formă explicită

E1(L̃) =
2

c2
(η̄1 + iη̄2)[−i(Φ1 − iΦ2)η

2 − Φȷ̄η̄
j]

−L

[(
1 +

2Φ

c2

)
d2z̄1

ds2
− i

(
1− 2Φ

c2

)
d2z̄2

ds2

]
+a

{
[∂1(BpBq̄)− ∂p(B1Bq̄)]η

pη̄q − ∂p̄(B1Bq̄)η̄
pη̄q − LB1Bq̄

d2z̄q

ds2

}
= 0;

E2(L̃) =
2

c2
(η̄1 + iη̄2)[i(Φ1 − iΦ2)η

1 + iΦȷ̄η̄
j]− L

(
1− 2Φ

c2

)(
i
d2z̄1

ds2
− d2z̄2

ds2

)
+a

{
[∂2(BpBq̄)− ∂p(B2Bq̄)]η

pη̄q − ∂p̄(B2Bq̄)η̄
pη̄q − LB2Bq̄

d2z̄q

ds2

}
= 0.
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UƟlizând aceleaşi argumente ca în [Mu1], ecuaţiile geodezicei complexe pentru
(M, L̃) sunt

2i

c2
(δik − δ2k)(η̄

1 + iη̄2)(Φ1 − iΦ2)η
k + a[∂k(BpBq̄)− ∂p(BkBq̄)]η

pη̄q = 0, (3.2.20)

2

c2
(δik − iδ2k)(η̄

1 + iη̄2)Φȷ̄η̄
j + Lgkq̄

d2z̄q

ds2
+ a

[
∂p̄(BkBq̄)η̄

pη̄q + LBkBq̄
d2z̄q

ds2

]
= 0,

(3.2.21)
pentru k = 1, 2.

Menţionăm că (3.2.21) poate Į rescrisă în forma d2zm

dt2
+2Ĝm(z(t), η(t)) = 0, unde

Ĝm =
1

c2
(g̃1̄m + ig̃2̄m)

(
η1 − iη2

)
Φjη

j +
a

2
g̃k̄m∂j(Bk̄Bq)η

qηj.

Funcţiile Ĝm sunt coeĮcienţii unui spray complex pe T ′M. Având în vedere că o
(c.n.c.) prin contracţie cu η determină un spray complex, obţinem că funcţiile

N̂m
j (z, η) :=

2

c2
(g̃1̄m + ig̃2̄m)

(
η1 − iη2

)
Φj + ag̃k̄m∂j(Bk̄Bq)η

q (3.2.22)

sunt coeĮcienţii a unei (c.n.c).Mai mult de atât are loc:

Teorema 3.2.5. (C.n.c.) N̂ j
k şi (c.n.c.) Chern-Finsler asociată spaţiului Finsler complex

(M,L+ a|β|2) coincid.

Am dovedit în Teorema 3.2.4 că metricile Finsler complexe L şi L̃ sunt proiecƟv
echivalente, adică ele au aceeaşi geodezice ca mulţimi de puncte. Deci, dacă găsim
geodezicele lui (M,L) cu metrică slab gravitaţională, scopul nostru va Į aƟns. Pentru
aceasta uƟlizăm un rezultat din [Al-Mu4], şi anume Teorema 3.6.

Teorema 3.2.6. Fie F metrica pur hermiƟană (3.2.15) pe varietateaM. Dacă F̃ este o
metrică Kähler, atunci curbele geodezice ale (M, F̃ ) sunt următoarele:

γ(s) = (λ1s+ µ1, λ2s+ µ2), λk, µk ∈ , λk ̸= 0, k = 1, 2. (3.2.23)

Exemplul 3.2.3. Considerămo parƟculă încărcată înmişcare de-a lungul unui câmp slab
gravitaţional. Ca parametrul de direcţie alegem pe Ɵmpul propriu t. Poziţia parƟculei
este dată de zk(t), iar viteza şi acceleraţia sunt ηk = dzk

dt
şi ak = dηk

dt
, respecƟv.

Acum presupunem că Bi este potenţialul electromagneƟc Aj(z). Asƞel am obţunt
modelul unei parƟcule înmişcare de-a lungul unui câmp electromagneƟc cu potenţialul
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Aj. Se demonstrează printr-un calcul simplu , că dacă are loc a|β|2 = constant, ecuaţia
de mişcare în câmplul slab gravitaţional este

ak +
−2i

c2
(
1− 2Φ

c2

) [δk2 − ãAkA2

]
(η1 − iη2)ãΦjη

j = 0,

pentru k = 1, 2.

3.3 Spaţii Cartan complexe cu metrica Beil

Spaţiile Hamilton reale, în parƟcular spaţiile Cartan reale, au fost de mare interes în ul-
Ɵmii ani [Bw, Mi-H-Sh]. Tranformata Legande, corespondenta formalismului Lagrange-
Hamilton din domeniul mecanicii, are un rol important în studiul spaţiilor Hamilton,
implicând totodată numeroase aplicaţii [Mi1]. De-a lungul acestui capitol prezentăm
principalele domenii de uƟlizare a metricii Beil, introdusă şi dezvoltată de R.G. Beil, şi a
spaţiilor Lagrange complexe înzestrate cu metrici de Ɵp Beil g̃jk = gjk + σBjBk.

În acest subcapitol introducem ometrică nouă, obţinută prin perturbarea unui ten-
sor metric pe un spaţiu Cartan complex, de această formă h̃j̄k = hjk + σB j̄Bk. Aici
dăm condiţiile pentru care această metrică devine una Hamilton generalizată, şi îi vom
numimetrica Beil-Cartan complexă, prin analogie cu cazul Finsler (Subcapitolul 3.1). În
subsecţiunea 3.3.1 este descris un studiu altenaƟv al unui spaţiu Cartan complex, ca
imagine prin transformarea Legendre complexă (pe scurt procedeul L−dual) unui spa-
ţiu Finsler complex. Aici sunt descrise relaţii înte spaţiile L−duale, şi între asƞel de
spaţii.

Fie (M, C) un spaţiu Cartan n−dimensional şi hj̄k tensorul metric fundamental al
acestuia. Presupunem, că (M, C) este înzestrat cu un câmp vectorial B = Bk(z, ζ)∂̇

k,
Bk(z, ζ)d

∗zk este o (1, 0)−formă diferenţială, cu Bk := hj̄kBj̄, unde Bj̄ := Bj. Ri-
dicarea şi coborârea indicilor se efectuează cu hj̄k şi hij̄, unde hj̄khij̄ = δki . În plus
considerăm şi σ : T ′∗M → R, o funcţie cu valori reale. UƟlizând aceste obiecte, putem
să deĮnim:

h̃ȷ̄k(z, ζ) := hȷ̄k(z, ζ) + σ(z, ζ)B ȷ̄(z, ζ)Bk(z, ζ). (3.3.1)

Este evident, că (h̃ȷ̄k) sunt componentele unui d−tensor hermiƟan. Căutăm inversa
matricei (h̃ȷ̄k) în forma h̃jk̄ = hjk̄ − σ̃BjBk̄, în care avem de determinat funcţia σ̃. Din
condiţia h̃ȷ̄ih̃kȷ̄ = δik rezultă că σ̃ = σ

1+σB2 , cu B2 = BkBk = hȷ̄kBȷ̄Bk (norma lui B în
raport cu hȷ̄k). Asƞel am dedus formula inversei:

h̃jk̄ = hjk̄ −
σ

1 + σB2
BjBk̄. (3.3.2)
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În plus avem şi det(h̃ȷ̄k) ≠ 0. În acest fel am dovedit următoarea teoremă:

Teorema 3.3.1. Perechea (M, h̃ȷ̄k) este un spaţiu Hamilton generalizat, dacă şi numai
dacă 1 + σB2 ̸= 0.

Din acest moƟv, (h̃ȷ̄k) din (3.3.1) deĮneşte o metrică Hamilton generalizată, dacă
1 + σB2 ̸= 0, pe care o vom numimetrica Beil-Cartan complexă, prin analogie cu cazul
Finsler complex, [Sz2].

Teorema 3.3.2. Metrica Beil-Cartan deĮnită în (3.3.1) este tensorul metric fundamental
al unui spaţiu Cartan complex (M, C̃) dacă şi numai dacă saƟsface următorul sistem de
ecuaţii

B j̄(∂̇mσ ·Bk − ∂̇kσ ·Bm) + σ[∂̇mB j̄ ·Bk − ∂̇kB j̄ ·Bm +

+B j̄(∂̇mBk − ∂̇kBm)] = 0

B j̄ ∂̇mσ · β + σ(∂̇mB j̄β +B j̄ ∂̇mBkζk) = 0. (3.3.3)

În plus, metrica Cartan complexă asociată va Į

C̃ =
√

C + σ(z, ζ)|β|2, (3.3.4)

unde β = Bk(z, ζ)ζk.

Este uşor de demonstrat, că nu orice Bk(z, ζ) şi σ(z, ζ) saƟsface sistemul anterior.
Din această cauză studiem cazul parƟcular Bk = Bk(z) şi σ = σ(z).

Propoziţia 3.3.1. Dacă Bk = Bk(z) şi σ = σ(z) ≥ − C2

|β|2 , atunci (M, C̃2 = C2 +

σ(z)|β|2) este un spaţiu Cartan complex, având tensorul metric fundamental h̃ȷ̄k dat
prin

h̃ȷ̄k(z, ζ) := hȷ̄k(z, ζ) + σ(z)B ȷ̄(z)Bk(z). (3.3.5)

Ca să se poată dezvolta geometria unui spaţiu Cartan complex este necesară o (c.n.c.).
Conexiunea Chern-Cartan depinde numai de tensorul fundamental al spaţiului, şi cum
noi am obţinut tensorul corespunzător spaţiului (M, C̃2 = C2 + σ(z)|β|2) în (3.3.5),
după câteva calcule triviale, obţinem expresia locală a (c.n.c.) Chern-Cartan:

Ñjk = Njk + Ajk, unde Ajk := −h̃jm̄(σB
lB̄m)|kζl.

Din proprietăţile (c.n.c.) deducem, că Ajk este un d−tensor (1, 0)−omogen. Reperul
orizontal asociat lui Ñjk va Į notat cu δk := δ∗k + Akm∂̇

m.



Spaţii Cartan complexe cu metrica Beil 39

Conexiunea Chern-Cartan D̃ din (1.3.1) a metricii Beil-Cartan complexe are urmă-
toarele expresii locale:

H̃ i
jk = H i

jk + ∂̇iAjk, Ṽ ik
j = V ik

j + σ̂BjBm̄V
m̄ik. (3.3.6)

În cele ce urmează sunt prezentate cazuri parƟculare de spaţiul Cartan complex
(M, C̃):

• Spaţiul (M, C̃) este pur hermiƟan dacă şi numai dacă (M, C) este pur hermiƟan.

• Fie (M, C) un spaţiu Kähler-Cartan complex,

– (M, C̃) este slab Kähler-Cartan dacă şi numai dacă

h̃0̄j(Ajk − Akj) = 0.

– (M, C̃) esteKähler-Cartan dacă şi numai dacă d−tensorulAjk este simetric.

• Fie (M, C) un spaţiu Berwald-Cartan complex,

– (M, C̃) este Berwald-Cartan dacă şi numai dacă

(∂̇m̄h̃jk̄)(σB
lB̄k)|iζl = 0.

– (M, C̃) este tare Berwald-Cartan dacă şi numai dacă ∂̇iAjk depinde numai
de poziţia z.

Exemplul 3.3.1. Versiunea complexă a metricii ecologice a lui Antonelli

HA(z
1, z2, ζ1, ζ2) = e2f(z)

[
|ζ1|2 + |ζ1|2

]
,

deĮnită pe un domeniu din T̃ ′∗M, dimTCM = 2, asƞel încât tensorul metric fun-
damental să Įe nedegenerat ([A-I-M],[Mu2]). Funcţia f(z) are valori reale. Se veriĮcă
prin calcule elementare, că această metrică saƟsface condiţia iii) din Teorema 1.3.1,
deci spaţiul (M,HA) este Berwald-Cartan. Scopul nostru este să găsim valori potrivite
pentru σ(z) şi pentruBk(z), asƞel încât spaţiul Cartan complex (M, H̃) să Įe Berwald-
Cartan. Alegem σ(z) = ke2f(z), k ∈ R, şi β = ζ1. Cu aceste obiecte, obţinem metrica
Beil-Cartan complexă

H̃(z1, z2, ζ1, ζ2) = e2f(z)
[
(1 + k)|ζ1|2 + |ζ1|2

]
,

care este o metrică Berwald-Cartan complexă.



L−dualitate 40

3.3.1 L−dualitate între spaţiul Finsler complex şi Cartan complex

O altă modalitate de a descrie un spaţiu Cartan complex este prin stabilirea corespon-
denţei obiectelor geometrice de pe un spaţiu Finsler complex (M,F ) cu a cele de pe un
spaţiu Cartan complex (M, C) prin transformarea Legendre complexă (pe scurt procesul
L−dualităţii), [Mu1].

Teorema 3.3.3 ([Al-Mu6]). Fie (M, C) un spaţiu Cartan complex.
{

∂
∂ζk

, ∂
∂ζ̄k

}
este un

reper verƟcal pe V T ′∗M ⊕ V T ′∗M, cu

∂

∂ζk
:= hkm∂̇

m + hkm̄∂̇
m̄, (3.3.7)

dacă şi numai dacăH1H2 = H2H1 = I2n, cuH1 =

(
hkj hp̄k

hr̄s hp̄r̄

)
şiH2 =

(
hkj hjr̄

hkm̄ hm̄r̄

)
,

Expresia locală a lui ∂̇k în raport cu reperul
{

∂
∂ζk

, ∂
∂ζ̄k

}
este obţinută prin (3.3.7):

∂̇k = hkl ∂

∂ζ l
+ hm̄k ∂

∂ζ̄m
, (3.3.8)

dacă are locH1H2 = H2H1 = I2n.

Imaginea prin transformarea Legendre complexă al unui spaţiu Finsler complex (M,F )
local devine un spaţiu Cartan complex (M, C), şi invers, adică(

L(zk, ηk)
)∗

= H(zk, ζk);
(
H(zk, ζk)

)◦
= L(zk, ηk), (3.3.9)

cu
∂L

∂zi
= −∂∗H

∂zi
; (ηk)∗ = ∂̇kH; (ζk)

◦ = ∂̇kL.

Teorema 3.3.4 ([Al-Mu6]). Fie M o varietate complexă cu metricile F şi C date de
(3.3.9). L−dualul spaţiului Finsler complex (M,F ) local este spaţiul Cartan complex
(M, C) dacă şi numai dacă

GH1 = H1G = I2n, (3.3.10)

undeG =

(
gkj gjr̄
gkm̄ gm̄r̄

)
estematricea Hessiană peTC(T

′M) ametricii Finsler complexe

L = F 2(zk, ηk), gjk :=
∂2F 2

∂ηj∂ηk
, şi gjk̄ := ∂2F 2

∂ηj∂η̄k
este tensorul metric asociat.
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Din expresiile locale (3.3.10) şi (3.3.8), se obţine că (∂̇k)
∗ = ∂

∂ζk
, şi împreună cu

(3.3.9) obţinem:

(gkj)
∗ = hkj; (gjr̄)

∗ = hjr̄; (gks)∗ = hks; (gp̄k)∗ = hp̄k; (3.3.11)

(∂̇k)
∗
(
∂L

∂zi

)
= − ∂

∂ζk

(
∂∗H

∂zi

)
= −hkr∂̇

r

(
∂∗H

∂zi

)
− hkm̄∂̇

m̄

(
∂∗H

∂zi

)
;

(∂̇k̄)
∗
(
∂L

∂zi

)
= − ∂

∂ζ̄k

(
∂∗H

∂zi

)
= −hk̄r̄∂̇

r̄

(
∂∗H

∂zi

)
− hlk̄∂̇

l

(
∂∗H

∂zi

)
.

Mai mult, uƟlizând pentru (c.n.c.) Chern-Finsler, Nk
j = gm̄k ∂glm̄

∂zi
ηl = gm̄k ∂2L

∂zi∂η̄m
, acest

proces găsim (
∂

∂zi

)∗

−Nk
i (∂̇k) =

∂∗

∂zi
+

◦
Nki∂̇

k,

unde
◦
Nki :=

∂2L
∂zi∂ηk

−gjkN
j
i . Aplicând (3.3.11) pentru

◦
Nki, rezultă (

◦
Nki)

∗ = Nki, adică

imaginea prin L−dualitate a lui
◦
Nki este (c.n.c.) Chern-Cartan, şi asƞel (δk)∗ = δ∗k.

3.3.2 Duala metricii Beil complexe

Aplicăm rezultatele din secţiunea anterioară pentru a găsi dualul unui spaţiu Finsler
complex cu metrică Beil.

Reluăm elementele necesare din subcapitolele anterioare. Fie (M,F ) un spaţiu
Finsler complex, cu giȷ̄ tensorul metric fundamental, şi Įe

g̃iȷ̄(z, η) = giȷ̄(z, η) + σ(z)Bi(z)Bȷ̄(z) (3.3.12)

o metrică Beil complexă asociată. CoeĮcienţii locali ai (c.n.c.) Chern-Finsler asociate
sunt

Ñ i
j = N i

j + Ai
j, unde A

i
j = g̃m̄i(σBpBm̄)|jη

p, (3.3.13)

iar aici avem expresiile coeĮcienţilor locali a conexiunii Chern-Finsler

L̃i
jk = Li

jk + ∂̇jA
i
k;

C̃i
jk = Ci

jk − σ̃BiBm̄Cjm̄k. (3.3.14)

Prin analogie considerăm un spaţiu Cartan complex (M, C) cu metrica fundamen-
talăhȷ̄k şi ometrică Beil-Cartan complexă asociată h̃ȷ̄k(z, ζ) = hȷ̄k(z, ζ)+σ̃(z)B̃ ȷ̄(z)B̃k(z).
Presupunem că metricile Finsler F şi Cartan C complexe sunt L−duale, deci au loc re-
laţiile (3.3.9) şi (3.3.11).
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În primul rând căutăm imaginea lui (g̃iȷ̄) prin transformarea Legendre complexă:

(g̃iȷ̄(z, η))
∗ = (giȷ̄(z, η) + σ(z)Bi(z)Bȷ̄(z))

∗

= (giȷ̄(z, η))
∗ + (σ(z))∗ (Bi(z))

∗ (Bȷ̄(z))
∗

= hiȷ̄(z, ζ) + σ(z)Bi(z)Bȷ̄(z) := ĥiȷ̄(z, ζ). (3.3.15)

Propoziţia 3.3.2. Pentru d−tensorul ĥiȷ̄ din (3.3.15) avem,

i) det(ĥiȷ̄) = (1 + σ(B2)∗)det(hiȷ̄);

ii) Dacă 1+σ(B2)∗ ̸= 0, d−tensorul ĥiȷ̄ este nedegenerat, şi inversa are următoarea
expresie ĥȷ̄k = hȷ̄k − σ

1+σ(B2)∗
(B ȷ̄)∗(Bk)∗,

unde (Bk)∗(z, ζ) = Bm̄(z)h
m̄k(z, ζ) şi (B2)∗(z, ζ) = hm̄p(z, ζ)Bm̄(z)Bp(z).

Teorema 3.3.5. (M, ĥȷ̄k), cu ĥȷ̄k din (3.3.15), este un spaţiu Cartan complex dacă şi
numai dacă σ > − 1

(B2)∗
, cu metrica Cartan complexă

Ĉ2 = C2 + σ̂|β̂|2, (3.3.16)

unde β̂ := (Bk)∗ζk şi σ̂ = − σ
1+σ(B2)∗

.

Propoziţia 3.3.3. L−dualul lui (M, g̃jk̄) dată în (3.3.12), este un spaţiu Cartan com-
plex cu metrică Beil-Cartan complexă ĥȷ̄k := hȷ̄k + σ̂(z)B̂ ȷ̄(z)B̂k(z), unde B̂k(z) :=
hm̄kBm̄(z), B̂2 := B̂kBk, σ̂(z) := − σ

1+σB̂2
, dacă şi numai dacă spaţiul Finsler complex

(M, g̃jk̄) este pur hermiƟan.

Exemplul 3.3.2. În subcapitolul anterior am dat un model al electrodinamicii construit
cu o metrică Beil complexă în felul următor: F (z, η) = mc

√
γiȷ̄(z)ηiη̄j, Bi(z) = Ai(z)

şi σ(z) = e
m
, unde γiȷ̄ este o funcţie pur hermiƟană peM, Ai(z) reprezintă potenţialul

electromagneƟc, şim, c, e sunt scalarii reali bine cunoscuţi. În acest exemplu vrem să
construim L−dualul acestei metrici. UƟlizând propoziţia prezentată anterior:

hȷ̄k = mcγ ȷ̄k, B̂k(z) = mcγm̄kAm̄,

B̂2 = mcγm̄pAm̄Ap, σ̂(z) = − e

m(1 + ecγm̄pAm̄Ap)
.

Cu notaţia Ak := γm̄kAm̄ regăsim metrica Beil-Cartan complexă

ĥȷ̄k = mcγ ȷ̄k − emc

1 + ecAiAi

Aȷ̄Ak.
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În cele ce urmează construim (c.n.c.) Chern-Cartan asociată spaţiului Cartan com-
plex (M, Ĉ), cu ajutorul formulei N̂jk = ĥjm̄

∂∗ĥm̄p

∂zk
ζp :

N̂jk = Njk + σBj(B
p)∗Npk − ĥjm̄∂

∗
j (σ̂(B

m̄)∗(Bp)∗)ζp. (3.3.17)

Propoziţia 3.3.4. În spaţiul Catan complex (M, Ĉ), cu Ĉ dată în (3.3.16), coeĮcienţii
locali ai conexiunii Chern-CartanĈΓ = (N̂jk, Ĥ

i
jk, V̂

ik
j , 0, 0) sunt

Ĥj
ki = Hj

ki + σBk

[
V m̄pjBm̄Npi + (Bp)∗Hj

pi

]
− (∂̇jhkm̄)∂

∗
i (σ̂(B

m̄)∗(Bp)∗)ζp −
−ĥkm̄ · ∂̇j [∂∗

i (σ̂(B
m̄)∗(Bp)∗)] ζp − ĥkm̄ · ∂∗

i (σ̂(B
m̄)∗(Bj)∗); (3.3.18)

V̂ ik
j = V ik

j + σσ̂
[
(B2)∗ − B2

]
V m̄ikBm̄Bj − σ̂2(1 + σB2)V m̄pkBm̄BpBj(B

i)∗,

undeHj
ki şi V ik

j sunt coeĮcienţii locali ai conexiunii Chern-Cartan a spaţiului (M, C) date
în (1.3.1).

Propoziţia 3.3.5. L−duala conexiunii liniare complexe Chern-Finsler este conexiunea
ČΓ, dată de coeĮcienţii locali

Ȟj
ki = Ĥj

ki; Ȟj
kı̄ = 0;

V̌ ik
j = ĥs̄i(∂̇m̄hjs̄)(∂̇

khm̄p̄)ζ
p̄; V̌ ik̄

j = ĥk̄rhrlV̂
il
j + ĥs̄i(∂̇k̄hjs̄).

UƟlizând rezultatele din Subcapitolul 3.2 împreună cu rezultatele din [Al-Mu6], am
obţinut următoarele aĮrmaţii:

Dacă (M,F ) este un spaţiu Kähler complex, şi tensorul metric g̃jk̄ din (3.3.12) sa-
Ɵsface condiţia

• ∂j(σ|β|2)− ∂0(σBjB0̄)− C̃p0̄jA
p
0 = 0, j = 1, . . . , n, atunci spaţiu (M, Ĉ) este

slab Kähler-Cartan;

• g̃m̄i[∂0(σBjBm̄) − ∂j(σB0Bm̄) − C̃pm̄jA
p
0] = 0, i, j = 1, . . . , n, atunci spaţiul

(M, Ĉ) Kähler-Cartan.

Propoziţia 3.3.6. Dacă (M,F ) este un spaţiu Berwald complex, şi tensorul metric g̃jk̄
din (3.3.12) saƟsface una din următoarele condiţii

i) g̃m̄i[∂0(σBkBm̄)− ∂k(σB0Bm̄)− C̃pm̄kA
p
0] = 0;

ii) C̃im̄p̄A
i
0 = 0,

atunci spaţiul (M, Ĉ) deĮnit în (3.3.16) este tare Berwald-Cartan.



Capitolul 4

Deformări ale metricilor Finsler complexe

Deformarea structurii unei varietăţi complexe este o problemă celebră studiată în anii
1980 de K. Kodaira ([K]), care a condus la obţinerea unei clasiĮcări în geometria com-
plexă bazată pe invarianţi algebro-topologici. Pentru o varietate complexă dată (M,J),
J2 = I, (adică schimbarea de hărţi locale este olomorfă), în linii mari, problema defor-
mării constă în caracterizarea tuturor varietăţilor complexe (M,J ′) izomorfe cu (M,J).
La nivel inĮnitezimal, această procedură constă în dezvoltarea în serie de puteri a co-
ordonatelor pentru Įecare deformare J ′, şi în studiul coeĮcienţilor din această serie în
raport cu parametrul real t. Condiţia de integrabilitate a structurii deformate conduce
la ideea, că primul coeĮcient al acestei serii aparţine unei clase de coomologie, numită
clasa Kodaira-Spancer. Studiul deformării de ordin doi (coeĮcinetul lui t2) este mult
mai complicat. Prin urmare, de un mai mare interes este deformarea inĮnitezimală de
ordinul întâi a lui (M,J).

În capitolul de faţă ne propunem să discutăm o problemă mai simplă. Nu vom de-
forma varietatea M , şi deci spaţiul tangent olomorf T ′M rămâne acelaşi, în schimb
vom modiĮca metrici ce acţionează pe T ′M , metrici ce provin dintr-o funcţie Finsler
complexă (M,L := F 2), asƞel încât metricile obţinute să provină dintr-o familie de
spaţii Finsler complexe (M,Lt). ProblemaƟca este cunoscută sub denumirea de defor-
marea structurilor Finsler complexe. După informaţiile pe care le avem, problema a fost
abordată doar de T. Aikou în [Ai3] şi studiază deformarea inĮnitezimală a structurilor
Einstein-Finsler pe cazul Įbratelor olomorfe E. Evident, cazul E = T ′M , unde există
conexiunea liniară specială Chern-Finsler, aduce contribuţii în plus.

Toate rezultatele din acest capitol aparţin autorului şi sunt cuprinse în lucrările [Sz7,
Sz8].
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4.1 Deformări infinitezimale ale structurii Finsler complexe

Fie (M,L := F 2) un spaţiu Finsler complex, cu tensorul metric fundamental gjk̄(z, η).
Considerămo familie cu de spaţii Finsler complexe {(M,Lt)}t∈R cu un parametru, unde
pentru Įecare t ∈ R, Lt(z, η) veriĮcă condiţiile de funcţii Finsler pe Įbratul olomorf
tangent T ′M din deĮniţia (1.1.2), iar tensorii metrici sunt gjk̄(t) := gt jk̄(z, η) ca în
(1.1.10). Presupunem că pentru t = 0, avem L0 = L. Pentru această familie de spaţii
Finsler complexe putem considera vectorul tangent

V :=

(
∂Lt

∂t

)
t=0

, (4.1.1)

numit deformarea inĮnitezimală indusă de familia {Lt}t . Componentele sale în raport
cu reperul ortonormat {δk, ∂̇k, δk̄, ∂̇k̄} adaptat conexiunii Chern-Finsler, sunt date de

vjk̄ :=

(
∂gjk̄(t)

∂t

)
t=0

. (4.1.2)

Cum Lt sunt funcţii Finsler complexe, putem să deducem imediat că şi funcţia V
este şi ea netedă pe T̃ ′M, poziƟv deĮnită şi omogenă. Totuşi nu rezultă că (M,V ) ar Į
un spaţiu Finsler complex. Pentru a obţine acest rezultat, funcţia V trebuie să saƟsfacă
următoarele condiţii:

Propoziţia 4.1.1. Fie (M,L) un spaţiu Finsler complex, cu deformarea infnitezimală V
deĮnită în (4.1.1). Dacă funcţia V veriĮcă condiţiile:

i) V (z, η) ≥ 0, egalitatea are loc dacă şi numai dacă η = 0;

ii) matricea
(
vjk̄
)
:=
(

∂gjk̄(t)

∂t

)
t=0

este poziƟv deĮnită,

atunci (M,V ) devine un spaţiu Finsler complex, cu tensorul metric vjk̄.

Observaţia 4.1.1. Inversa lui vjk̄ este vk̄m := ∂gk̄m(t)
∂t

|t=0.

În conƟnuare presupunem ca (M,V ) este un spaţiu Finsler complex.

Lema 4.1.1. Între tensorii gjk̄ din (1.1.10) şi vjk̄ din (4.1.2) are loc următoarea relaţie:

vjk̄g
k̄i + gjk̄v

k̄i = 0. (4.1.3)
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Scopul nostru este găsirea unor conexiuni neliniare pe (M,V ) şi stabilirea legăturii
dintre acestea şi cele existente.

Teorema 4.1.1. Fie (M,L) un spaţiu Finsler complex, cu deformarea lui inĮntezimală

(M,V ). Funcţiile
V

Nk
j :=

∂Nk
j (t)

∂t
|t=0 sunt coeĮcienţii locali al unei (c.n.c.) pe (M,V ),

numită conexiuna indusă deformării.

Teorema 4.1.2. FieN (c.n.c) Chern-Finsler pe (M,L) şi
V

N conexiunea indusă pe defor-

marea inĮnitesimală (M,V ) şi Įe
V CF

N conexiunea neliniară Chern-Finsler pe (M,V ).
Are loc

V

Nm
j = gil̄v

l̄m(N i
j −

CFV

N i
j ). (4.1.4)

În cele ce urmează, exƟndem construcţia anterioară pentru un t ∈ R, arbitrar. Pen-
tru familia de spaţii Finsler complexe F = {(M,Lt)}t∈R considerăm vectorul tangent

Vt :=
∂Lt

∂t
, ∀t ∈ R, (4.1.5)

numită deformarea inĮnitezimală indusă de funcţiile Lt, având componentele

vjk̄(t) :=
∂gjk̄(t)

∂t
, (4.1.6)

în raport cu reperul {δk, ∂̇k, δk̄, ∂̇k̄} pe (M,Lt).

Având în vedere că Lt este o funcţie Finsler, rezultă că Vt este netedă pe T̃ ′M, este
poziƟv deĮnită şi omogenă, fără a Į o funcţie Finsler complexă. Ca acest obiecƟv să Įe
aƟns, funcţiile trebuie să saƟsfacă următoarele condiţii:

Propoziţia 4.1.2. Fie (M,Lt) un spaţiu Finsler complex, cu deformarea inĮnitezimală
(M,Vt). Dacă funcţiile Vt veriĮcă pentru orice t ∈ R condiţiile:

i) Vt(z, η) ≥ 0, egalitatea are loc dacă şi numai dacă η = 0;

ii) matricea
(
vjk̄(t)

)
:=

∂gjk̄(t)

∂t
este poziƟv deĮnită,

atunci (M,Vt) va Į un spaţiu Finsler complex, cu tensorul metric vjk̄(t), având in-
versa vk̄m(t) := ∂gk̄m(t)

∂t
.
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În conƟnuare presupunem că (M,Vt) este un spaţiu Finser complex, ∀ t ∈ R. În
acest mod, am construit o familie de funcţii Finsler complexe {(M,Vt)}t∈R, unde V0 =
V. Acum suntem în măsură să deĮnim deformarea inĮnitezimală a lui {(M,Vt)}t∈R},
similar ca în cazul lui {(M,Lt)}t∈R}. Fie

W :=

(
∂Vt

∂t

)
t=0

=

(
∂2Lt

∂t2

)
t=0

, (4.1.7)

deformarea inĮnitezimală de ordin doi a metriciiL. Componentele ei în raport cu repe-

rul ortonormat {
V

δ k, ∂̇k,
V

δ k̄, ∂̇k̄}, sunt

wjk̄ :=

(
∂vjk̄(t)

∂t

)
t=0

=

(
∂2gjk̄(t)

∂t2

)
t=0

. (4.1.8)

După felul construcţiei,W păstrează proprieatea de a Į netedă, omogenă şi poziƟv
deĮnită, acestea derivând din proprietăţile lui Vt.

Propoziţia 4.1.3. Funcţia W din (4.1.7) este o funcţie Finsler complexă, dacă şi numai
dacă:

i) W (z, η) ≥ 0, egalitatea are loc dacă şi numai dacă η = 0;

ii) matricea
(
wjk̄

)
:=
(

∂vjk̄(t)

∂t

)
t=0

este poziƟv deĮnită.

Tensorul fundamental al spaţiului (M,W ) va Į wjk̄, cu inversa wk̄m := ∂vk̄m(t)
∂t

|t=0.

Lema 4.1.2. Între tensorii vjk̄ din (4.1.2) şi wjk̄ din (4.1.8) are loc

vjk̄w
k̄i + vjk̄w

k̄i = 0. (4.1.9)

Corolarul 4.1.1. Între tensorii gjk̄ din (1.1.10) şi wjk̄ din (4.1.8) are loc:

gjk̄w
k̄m + wjk̄g

k̄m + 2δmj = 0. (4.1.10)

Scopul nostru este să găsim diferite conexiuni neliniare pe (M,W ), ca să descriem
relaţii între obiectele geometriei deformărilor inĮnitezimale de ordinul întâi şi doi ale
lui L. Folosind aceleaşi idei ca în construcţia lui (M,V ), am găsit:
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Teorema4.1.3. Fie (M,W ) deformarea inĮnitezimală a lui (M,V ).Următoarele funcţii
sunt (c.n.c.) pe (M,W ):

i)
W

N j
k :=

∂
CFV

N j
k (t)

∂t
|t=0 =

(
wm̄j ∂vsm̄

∂zk
+ vm̄j ∂wsm̄

∂zk

)
ηs; (4.1.11)

ii)
VW

N j
k :=

∂
V

N j
k

∂t
|t=0 =

(
wm̄j ∂gsm̄

∂zk
+ gm̄j ∂wsm̄

∂zk
+ 2vm̄j ∂vsm̄

∂zk

)
ηs. (4.1.12)

Pe de altă parte, pe (M,W )putemsă considerămşi pe (c.n.c.)Chern-Finsler
CFW

N j
k =

wm̄j ∂wsm̄

∂zk
ηs. Următorul rezultat furnizează noi relaţii între conexiunile introduse ante-

rior:

Propoziţia 4.1.4. Pe spaţiul (M,W ) are loc:

i)
W

N j
k = vim̄w

m̄j

(
CFV

N i
k −

CFW

N i
k

)
; (4.1.13)

ii)
VW

N j
k =

(
wm̄j ∂gsm̄

∂zk
+ gm̄j ∂wsm̄

∂zk

)
ηs + 2

CFV

N j
k . (4.1.14)

În conƟnuare să analizăm mai atent conexiunile liniare corespunzătoare deformării
inĮnitezimale (M,V ). Fie Dt conexiuniea liniară Chern-Finsler a familiei cu un para-
metru {(M,Lt)}t∈R. Notăm cu D0 := D, unde D este conexiunea Chern-Finsler pe
(M,L).

Propoziţia 4.1.5. Fie {Lt}t∈R o familie cu un parametru ametricilor Finsler complexe pe
T ′M, cu deformarea inĮnitezimală V. Deformarea inĮnitezimală

(
∂Dt

∂t

)
t=0

a conexiunii
Chern-FinslerD este nulă, dacă şi numai dacăD′V = 0.

CoeĮcienţii nenuli ai conexiunii induse
V

D sunt:

V

Lm
jk :=

(
∂Li

jk(t)

∂t

)
t=0

= vm̄iδkgjm̄ + gm̄iδkvjm̄ − gm̄i∂̇pgjm̄
V

Np
k ;

V

Cm
jk :=

(
∂Ci

jk(t)

∂t

)
t=0

= vm̄i∂̇kgjm̄ + gm̄i∂̇vjm̄,

unde
(
Lm
jk, C

m
jk

)
sunt date în (1.1.11).
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4.2 Deformarea de ordinul întâi a metricii

Până acum am considerat spaţiul Finsler complex (M,L := F 2) şi familia de spaţii
Finsler complexe {(M,Lt)}, care au deĮnit deformarea inĮnitezimală V, pentru care
am presupus că veriĮcă ipotezele unei funcţii Finsler complexe.

În cele ce urmează, tratăm problema inversă. Considerămun spaţiu Finsler complex
(M,L) şi o funcţie dată V : T ′M → R+. În acest fel, deĮnim o familie de funcţii
L̃t : T

′M → R+:
L̃t := L+ tV, ∀t ∈ R, (4.2.1)

numită deformarea de ordinul întâi a lui L.

Din (4.1.1) rezultă în mod clar că V este deformarea inĮnitezimală de ordinul întâi
a lui L̃t.

Teorema 4.2.1. Spaţiul (M, L̃t), cu L̃t deĮnit în (4.2.1), este un spaţiu Finsler complex
dacă şi numai dacă

i) deformarea inĮnitezimală de primul ordin V este o funcţie Finsler complexă,

ii) tV ≥ −L, ∀(z, η) ∈ T ′M, t ∈ R, egalitatea are loc dacă şi numai dacă η = 0 şi
V (z, 0) = 0, ∀ z ∈ M .

iii) t este suĮcient de mic, asƞel ca metrica L̃t să rămână poziƟv deĮnită.

iv) tensorul fundamental g̃jk̄(z, η, t) este poziƟv deĮnit, unde

g̃jk̄(t) =
∂2L̃t

∂ηj∂η̄k
= gjk̄(z, η) + tvjk̄(z, η). (4.2.2)

Propoziţia 4.2.1. Fie (M, L̃t) un spaţiu Finsler complex cu L̃t dată în (4.2.1). Inversa
tensorului fundamental g̃jk̄(t) din (4.2.2) este g̃k̄m(z, η, t) cu expresia

g̃k̄m(t) =
1

1 + t2
gk̄m(z, η) +

t

1 + t2
vk̄m(z, η). (4.2.3)

Teorema 4.2.2. Fie (M, L̃t) un spaţiu Finsler complex cu L̃t dată în (4.2.1). Conexiunea
neliniară complexă Chern-Finsler Ñ i

j(z, η, t) este

Ñ i
j(t) = N i

j +
t

1 + t2
∂Np

j (t)

∂t
|t=0

(
δip − tvip

)
, ∀ t ∈ R, (4.2.4)

undeN i
j sunt coeĮcienţii locali a (c.n.c.) Chern-Finsler pe (M,L) şi vip := vpm̄g

m̄i.
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Acumputemsă construim reperul adaptat asociat (c.n.c.)Chern-Finsler din (M, L̃t).

Lema 4.2.1. Reperul adaptat asociat (c.n.c.) Chern-Finsler Ñ(t) este
{δ̃m(t), ∂̇m, δ̃m̄(t), ∂̇m̄}, cu:

δ̃m(t) = δm − t

1 + t2
(
V

δm − ∂m) +
t2

1 + t2
∂Nk

m(t)

∂t
|t=0v

p
k∂̇p,

δ̃m̄(t) = δ̃m(t), unde δm este reperul adaptat orizontal asociat lui N i
j din (M,L), şi

V

δm
este deformarea lui inĮnitezimală.

Propoziţia 4.2.2. Pe spaţiul Finsler complex (M, L̃t), cu (M, L̃t), deĮnită în (4.2.1), co-
eĮcienţii nenuli a conexiunii D̃t = (Ñ i

j(t), L̃
i
jk(t), C̃

i
jk(t), 0, 0) sunt:

L̃i
jk(t) =

1 + 2t2

1 + t2
Li
jk +

t

1 + t2
vimL

m
jk −

t2

1 + t2
∂̇kv

i
p

∂Np
j (t)

∂t
|t=0,

C̃i
jk(t) =

1

1 + t2
Ci

jk +
t

1 + t2
vimC

m
jk.

Torsiunea (c.l.c.) Chern-Finsler D̃t are următorii coeĮcienţi locali nenuli:

T̃ i
jk(t) = L̃i

jk(t)− L̃i
kj(t) =

1 + 2t2

1 + t2
T i
jk +

t

1 + t2
vimT

m
jk −

− t2

1 + t2

(
∂̇kv

i
p

∂Np
j (t)

∂t
|t=0 − ∂̇jv

i
p

∂Np
k (t)

∂t
|t=0

)
, (4.2.5)

Q̃i
jk(t) = C̃i

jk(t) =
1

1 + t2
Ci

jk +
t

1 + t2
vimC

m
jk,

ρ̃ijk̄(t) = ∂̇k̄Ñ
i
j(t) = ρijk̄ +

t

1 + t2

∂ρi
jk̄
(t)

∂t
|t=0 −

− t2

1 + t2

(
∂̇k̄v

i
p

∂Np
j (t)

∂t
|t=0 + vip

∂ρp
jk̄
(t)

∂t
|t=0

)
,

Θ̃i
jk̄(t) = δtk̄Ñ

i
j(t) = Θi

jk̄ +
t

1 + t2

[
δk̄

(
∂Np

j (t)

∂t
|t=0

)
(δip − tvip)−

−
∂Np

j (t)

∂t
|t=0tδk̄v

i
p +

∂N l̄
k̄
(t)

∂t
|t=0(δ

r̄
l̄ − tvr̄l̄ )ρ̃

i
jr̄(t)

]
.

Teorema 4.2.3. Fie (M,L) un spaţiu Finsler complex cu deformarea inĮnitezimală V,
care veriĮcă condiţia D′V = 0, unde D este (c.l.c.) Chern-Finsler pe (M,L). Atunci
conexiunea D̃t = (Ñ i

j(t), L̃
i
jk(t), C̃

i
jk(t), 0, 0) este independentă de t.
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În cele ce urmează, ne concentrăm asupra studiului cazurilor parƟculare de metrici
Finsler complexe pentru deformări de ordinul întâi L̃t = L+tV.Presupunem îndeplinite
condiţiile din Teorema 4.2.1.

Propoziţia 4.2.3. Spaţiul Finsler complex (M, L̃t) este pur hermiƟan dacă şi numai dacă
(M,L) este pur hermiƟan.

Din expresia h−torsiunii T̃ i
jk(t) din (4.2.5) am dedus următoarea proprietate:

Propoziţia 4.2.4. Fie (M,L) un spaţiu Kähler complex. (M, L̃t), cu L̃t deĮnită în (4.2.1),
este un spaţiu Kähler complex dacă şi numai dacă

∂̇kv
i
p

∂Np
j (t)

∂t
|t=0 − ∂̇jv

i
p

∂Np
k (t)

∂t
|t=0 = 0.

Spray-ul complex derivat din (c.n.c.) Chern-Finsler Ñ i
j(t) este

G̃i(t) = Gi +
t

1 + t2
∂Gi(t)

∂t
|t=0

(
δip − tvip

)
. (4.2.6)

Propoziţia 4.2.5. Fie (M,L) un spaţiu Berwald generalizat. Au loc următoarele aĮrma-
ţii:

i) (M, L̃t) deĮnită în (4.2.1) este Berwald generalizat dacă tensorii vij şi gm̄i∂0v0m̄
sunt olomorĮ.

ii) Dacă spaţiul Finsler complex (M,V ) cu V din (4.1.1) este Berwald generalizat,
atunci şi (M, L̃t) devine Berwald generalizat.

Propoziţia 4.2.6. Fie (M,L) un spaţiu Berwald complex. Au loc următoarele aĮrmaţii:

i) Spaţiul (M, L̃t) deĮnit în (4.2.1) este Berwald complex dacă tensorii vij, gm̄i∂0v0m̄

sunt olomorĮ şi ∂̇0vip
∂Np

k (t)

∂t
|t=0 = 0.

ii) Dacă spaţiul Finsler complex (M,V ) cu V din (4.1.1) este un spaţiu Berwald com-
plex, atunci şi (M, L̃t) este Berwald complex.

În conƟnuare, prezentăm în ce condiţii spaţiile Finsler complexe (M, L̃t) şi (M,L)
sunt proiecƟv echivalente, adică au aceleaşi geodezice ca mulţimi de puncte.

Propoziţia 4.2.7. Funcţiile Finsler L şi L̃t sunt proiecƟv echivalente dacă şi numai dacă
deformarea inĮnitezimală a spray-ului complexGi este independentă de t. În acest caz,
relaţia proiecƟvă este G̃i = Gi.
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4.3 Deformarea de ordin doi a metricii Finsler

Până acum am analizat deformarea inĮnitezimală de ordinul întâi şi doi a unei metrici
Finsler complexe, cu ajutorul căreia am construit deformarea de ordinul întâi unei me-
trici Finsler complexe. În acest subcapitol, ne ocupăm cu deformarea de ordinul doi
a unei metrici Finsler complexe, studiem conexiunea neliniară Chern-Finsler asociată
deformării, precum şi câteva subclase speciale, evidenţiind şi câteva proprietăţi de rigi-
ditate.

Considerăm un spaţiu Finsler complex (M,L = F 2) şi două funcţii arbitrare V,W :
T ′M → R+.

DeĮnim familia de funcţii L̂t : T
′M → R+:

L̂t := L+ tV + t2W, ∀t ∈ R, (4.3.1)

numită deformarea de ordin doi a lui L.

În mod cert, din (4.1.1) şi (4.1.7), rezultă că V este deformarea inĮnitezimală de
ordinul întâi şiW de ordinul doi a lui L̂t.

Acum suntem în căutarea condiţiilor în care (M, L̂t) este un spaţiu Finsler complex
pentru ∀ t ∈ R. Ca să aƟngem acest obiecƟv, aceste funcţii trebuie să saƟsfacă cele
patru condiţii din deĮniţia unei funcţii Finsler complexe.

Teorema 4.3.1. (M, L̂t), cu L̂t deĮnit în (4.3.1), este un spaţiu Finsler complex dacă şi
numai dacă

i) deformările inĮnitezimale de ordinul întâi şi doi a lui Lt, adică V şiW, sunt funcţii
Finsler complexe;

ii) L+tV+t2W ≥ 0, ∀(z, η) ∈ T ′M, t ∈ R, şiV (z, 0) = 0, W (z, 0) = 0 , ∀ z ∈ M.

iii) t este suĮcient de mic, asƞel ca metrica L̂t să rămână poziƟv deĮnită.

iv) tensorul fundamental ĝjk̄(z, η, t) este poziƟv deĮnit, cu

ĝjk̄(t) :=
∂2L̂t

∂ηj∂η̄k
= gjk̄ + tvjk̄ + t2wjk̄. (4.3.2)

Observaţia 4.3.1. Funcţiile L̂t sunt omogene, pentru că şi L, V şiW sunt omogene.

În studiul geometriei lui (M, L̂t) avem nevoie de inversa matricei (ĝjk̄).
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Propoziţia 4.3.1. Fie (M, L̂t) un spaţiu Finsler complex, cu L̂t din (4.3.1). Inversa ten-
sorului fundamental ĝjk̄(t) din (4.3.2) este ĝk̄m(z, η, t) cu expresia

ĝk̄m(t) =
1

t4 − t2 + 1
gk̄m +

t

t4 − t2 + 1
vk̄m +

t2

t4 − t2 + 1
wk̄m. (4.3.3)

Teorema 4.3.2. Fie (M, L̂t) un spaţiu Finsler complex, dat prin (4.3.1). Conexiunea ne-
liniară Chern-Finsler N̂ j

k(z, η, t) pe (M, L̂t) are următorii coeĮcienţi locali:

N̂ j
k(t) = ĝm̄j

(
gim̄N

i
k + tvim̄

CFV

N i
k + t2wim̄

CFW

N i
k

)
, (4.3.4)

undeN i
k,

CFV

N i
k şi

CFW

N i
k sunt (c.n.c.) Chern-Finsler pe (M,L), (M,V ) şi pe (M,W ), res-

pecƟv.

Propoziţia 4.3.2. CoeĮcienţi locali nenuli a conexiunii liniare Chern-Finsler D̂t = (N̂ i
j(t),

L̂i
jk(t), Ĉ

i
jk(t), 0, 0) sunt:

L̂i
jk(t) = ĝm̄i

(
gpm̄L

p
jk + tvpm̄

CFV

Lp
jk + t2wpm̄

CFW

Lp
jk

)
+ (4.3.5)

+Np
k ∂̇j(ĝ

m̄igpm̄) + t
CFV

Np
k ∂̇j(ĝ

m̄ivpm̄) + t2
CFW

Np
k ∂̇j(ĝ

m̄iwpm̄);

Ĉi
jk(t) = ĝm̄i

(
gpm̄C

p
jk + tvpm̄

CFV

Cp
jk + t2wpm̄

CFW

Cp
jk

)
.

Din (4.3.5) deducem expresia h−torsiunii:

T̂ i
jk = ĝm̄i

(
gpm̄T

p
jk + tvpm̄

CFV

T p
jk + t2wpm̄

CFW

T p
jk

)
+

+t∂̇j(ĝ
m̄ivpm̄)(

CFV

Np
k −Np

k ) + t2∂̇j(ĝ
m̄iwpm̄)(

CFW

Np
k −Np

k ). (4.3.6)

Cazuri parƟculare de spaţii Finsler (M, L̂) sunt prezentate în conƟnuare.

Propoziţia 4.3.3. Fie (M,L), (M,V ) şi (M,W ) spaţii slab Kähler complexe. Deforma-
rea de ordinul doi (M, L̂t) este un spaţiu slab Kähler dacă şi numai dacă

Gi(ĝm̄jgim̄∂̇kĝjl̄ + ∂̇kgil̄) + t
CFV

Gi (ĝm̄jvim̄∂̇kĝjl̄ + ∂̇kvil̄) + t2
CFW

Gi (ĝm̄jwim̄∂̇kĝjl̄ + ∂̇kwil̄)

se anuleză.
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Propoziţia 4.3.4. Fie (M,L), (M,V ) şi (M,W ) spaţii Kähler complexe. Deformarea
de ordinul doi (M, L̂t) este un spaţiu Kähler dacă ori t = 0 ori metricile L, V şiW sunt
proiecƟv echivalente.

Ca să studiem subclasele Berwald generalizat şi Berwald complex trebuie să scriem
expresia spray-ului complex pe (M, L̂t).

Propoziţia 4.3.5. Spray-ul complex asociat (c.n.c.) Chern-Finsler pe (M, L̂t) este

Ĝj(t) =
1

2
ĝm̄j(t)

(
gim̄G

i + tvim̄
CFV

Gi + t2wim̄

CFW

Gi

)
, (4.3.7)

unde Gi,
CFV

Gi şi
CFW

Gi sunt spray-urile complexe asociate conexiunilor Chern-Finsler pe
(M,L), (M,V ) şi pe (M,W ), respecƟv.

Propoziţia 4.3.6. Fie (M,L), (M,V ) şi (M,W ) spaţii Berwald generalizate. (M, L̂)
este un spaţiu Berwald generalizat, dacă ori t = 0 ori metricileL, V şiW sunt proiecƟv
echivalente.

Propoziţia 4.3.7. Fie (M,L), (M,V ) şi (M,W ) spaţii Berwald complexe. (M, L̂) este
un spaţiu Berwald complex, dacă ori t = 0 ori metricile L, V şi W sunt proiecƟv echi-
valente.

În partea Įnală a acestui capitol studiem relaţii între conexiunile liniare ale diferite-
lor spaţii Finsler complexe.

Teorema 4.3.3. Fie (M,L) un spaţiu Finsler complex, cu deformările inĮnitezimale de
ordinul întâi şi doi V şiW, respecƟv, şiD conexiunea liniară complexă Chern-Finsler pe
(M,L). Fie L̂t := L+ tV + t2W deformarea de ordin doi a lui L.

i) Dacă D′W = 0, atunci conexiunile Chern-Finsler pe spaţiile (M,L) şi (M,W )
coincid.

ii) Fie L̃t = L + tV deformarea de ordinul întâi a lui L. Pe spaţiul Finsler complex
(M, L̃t) avem (c.l.c.) Chern-Finsler pe D̃t. Dacă D̃′

tW = 0, atunci conexiunile
Chern-Finsler pe (M, L̂t), (M, L̃t) şi (M,W ) coincid.

iii) Fie V̆t = V + tW deformarea de ordinul întâi a lui V. Dacă D′V̆t = 0, atunci
conexiunea Chern-Finsler pe (M, L̂t) este independentă de t.



Capitolul 5

Contribuţii originale. Diseminarea rezulta-
telor

Contribuţii originale

Teza de doctorat este structurată pe patru capitole. Pornind de la noţiunile preliminare
din primul capitol, în Įecare secţiune sunt prezentate contribuţiile originale ale autoa-
rei.

m Introducerea liŌului Sasaki generalizat, şi realizarea unui studiu a structurilor hi-
percomplexe compaƟbile cu el. În acest fel s-a obţinut, printre altele, conexiunea
Levi-Civita a spaţiului.

m Determinarea conexiunii Levi-Civita pentru o nouă (h, v)−metrică, şi parƟculari-
zarea sa pentru metrica slab gravitaţională. Rezolvarea ecuaţiilor Einstein din vid
în aceste condiţii.

m DeĮnireametricii Beil complexe, urmată de studiul geometriei spaţiului înzestrat
cu ea. Prezentarea mulƟplelor aplicaţii pentru această metrică, de exemplu în
electrodinamică, şi într-un spaţiu slab gravitaţional perturbat.

m Studiul geometriei spaţiului dotat cu nouametrică Beil-Cartan complexă, şi com-
pararea proprietăţilor geometrice cu L-dualul spaţiului Beil complex.

m Introducerea deformărilor de ordinul întâi şi doi a unei metrici Finsler complexe
uƟlizând noţiunea de deformare iniĮnitezimală a unei metrici. Studiul spaţiilor
înzestrate cu aceste metrici.
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Diseminarea rezultatelor

Lucrări publicare în reviste de spacialitate

m A. Szász, Generalized Quaternionic Structures on the Total Space of a Complex
Finsler Space, Bull. of the Transilvania Univ. Braşov, Vol 5(54), No. 1, 85-96,
2012.

m A. Szász, Generalized complex Lagrange spaces with Beil metric, Bull. of the
Transilvania Univ. Braşov, 7(56) (2014), No. 2.

m A. Szász, Beil metrics in complex Finsler geometry, Balkan Journal of Geometry
and Its ApplicaƟons, Vol. 20, No. 2, 2015, pp. 72-83.

m A. Szász, Einstein equaƟons of G-natural complex Finsler metrics, ActaMathema-
Ɵca Academiae Paedagogicae Nyiregyháziensis, 30 (2014).

m A. Szász, The complex Beil-Cartan metric, Proceeding of the Workshop de mate-
maƟcă şi informaƟcă, 27.02.2015, Braşov.

m A. Szász, The geometry of complex Cartan spaces with Beil metrics, trimisă spre
publicare.

m A. Szász-Friedl, DeformaƟon of complex Finsler metrics, acceptată în An. Ovidius
Constanţa, 2017.

m A. Szász-Friedl, Second order DeformaƟon of complex Finslermetrics, trimisă spre
publicare.

ParƟcipare la conferinţe internaţionale şi naţionale

m VII-th InternaƟonal Conference on Finsler Extensions of RelaƟvity Theory (FERT
2011), 29 august - 4 septembrie, 2011, Braşov, România

m IX-th InternaƟonal Conference on Finsler Extensions of RelaƟvity Theory (FERT
2013), 29 - 31 august, 2013, Debrecen, Ungaria;

m InternaƟonal Conference on MathemaƟcs and Computer Science (MACOS ’14),
26 - 28 iunie, 2014, Braşov, România;

m X-th InternaƟonal Conference on Finsler Extensions of RelaƟvity Theory (FERT
2014), 18 - 24 august, 2014, Braşov, România;
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m Workshop de matemaƟcă şi informaƟcă, 27 februarie 2015, Braşov, România;

m InternaƟonal Conference on Applied and Pure MathemaƟcs (ICAPM 2017), 2 - 5
noiembrie, 2017, Iaşi, România.

Direcţii viitoare de cercetare

Subiectul tezei este vast şi oferă posibilităţi mulƟple de conƟnuare. Ţinând cont de
faptul că Įzica cuanƟcă lucrează cu operatori (Lagrangieni, Hamiltonieni) complecşi, se
pot exƟnde teoriile din spaţiile Finsler complexe la spaţii Lagrange şi Hamilton cumetrici
relaƟviste uƟle pentru Įzicieni, de exemplu:

m Metrici Finsler complexe cu aplicaţii in quanƟcă relaƟvistă. Soluţii pentru ecuaţia
Dirac pe un spaţiu Finsler complex cu metrici Beil.

m Teorii relaƟviste dependente de Ɵmp (Anastasiei-Hashiguchi) cu aplicaţii în geo-
metria Finsler complexă.

m ConƟnuarea subiectului deformarea structurilor Finsler complexe.
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Anexa 1. Scurt rezumat al texei

Scopul tezei de doctorat Structuri geometrice pe spaţiul total al unui spaţiu Finsler com-
plex este studiul spaţiilor Finsler complexe înzestrate cu diferite metrici, respecƟv pre-
zentarea diferenţelor şi a legăturilor cu spaţiul de bază. După noţiunile introducƟve, în
Capitolul 2 au fost deĮnite două liŌuri complexe, obţinute cu ajutorul tensorului me-
tric al spaţiului, liŌul Sasaki generalizat şi o nouă (h, v)−metrică. Cu aceste noţiuni a
fost studiată compaƟbilitatea metricii cu structuri hipercomplexe existente pe spaţiul
de bază, şi au fost descrise conexiunile Levi-Civita corespunzătoare. În cele ce urmează
sunt construite noi spaţii al căror tensor metric are o formă specială, conform nece-
sităţilor propuse. În Capitolul 3 a fost prezentată metrica Beil complexă şi proprietă-
ţile geometriei unui asƞel de spaţii, cu diverse aplicaţii într-un spaţiu slab gravitaţional
sau în electrodinamică. Pe urmă s-a introdus metrica Beil-Cartan, unde după o analiză
ale elementelor din geometrie, s-a făcut un studiu comparaƟv între spaţiul Beil-Cartan
complex şi L−dual spaţiului Beil complex. UlƟmul capitol este dedicat studiului defor-
mărilor de ordinul întâi şi doi al structurilor Finsler complexe.

Abstract

The aim of the PhD thesis Geometric structures on the total space of a complex Finsler
manifold is the study of complex Finsler manifolds enowed with diīerent metrics, and
to provide the diīerences and the links with the base manifold. AŌer the introduc-
tory part, in Chapter 2 were deĮned two complex liŌs obtained from the fundamental
metric tensor of the space, the generalised Sasaki liŌ and a new (h, v)−metric. With
this metrics some compaƟbility properƟes with hypercomplex structures are presen-
ted, and also the corresponding Levi-Civita connecƟons are expressed . In the following
new spaces are constructed, whose fundamental tensor have a special form, according
to our requirenments. In the 3th Chapter the complex Beil metric and the geometric
properƟes of such a manifold were presented, with divers applicaƟons in a weakly gra-
vitaƟonal space or in electrodynamics. AŌerwards the complex Beil-Cartan metric is
introduced, where an analysis of the geometric elements is realised. A comparaƟve
study is made between the Beil-Cartan space and the L−dual of a complex Beil one.
The last chapter is dedicated to the study of the Įrst and second order deformaƟon of
a complex Finsler structure.
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