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Introducere

Geometria spatiilor Finsler igi are originile istorice in renumita dizertatie a
lui P. Finsler din 1918. Pentru o perioada indelungata insa, putini matemati-
cieni, dintre care amintim pe E. Cartan, L. Berwald, S. S. Chern, H. Rund,
au avut rabdarea de a studia mai in amanunt geometria Finsler. Abia in
anii 1970, se dezvolta interesul pentru geometria Finsler, o data cu clarifi-
carea notiunii de conexiune neliniara, care devine instrumentul esential pen-
tru studiul acestei geometrii. Unii dintre matematicienii care s-au remarcat
in acest domeniu sunt M. Matsumoto din Japonia sau R. Miron din Romania.

In geometria complexa, notiunea de metrica Finsler a fost introdusa prin
analogie cu cazul real de G. Rizza, dar geometria Finsler complexa incepe sa
prezinte interes mai ales dupa ce S. Kobayashi gaseste un exemplu de astfel
de metrica. Alte contributii importante au fost aduse in acest domeniu de
catre H. L. Royden, J. Faran, T. Aikou.

Dintre monografiile de referinta din domeniul geometriei Finsler complexe
trebuie mentionate cea a lui M. Abate si G. Patrizio ([A-P], 1994) sau cea a
lui G. Munteanu ([MG1], 2004). Primii autori folosesc metode similare ge-
ometriei riemanniene pentru a caracteriza metrica lui Kobayashi cu ajutorul
geodezicelor complexe ale spatiilor Finsler cu curbura sectionala olomorfa
negativa. Motivata de numeroasele aplicatii din fizica relativista cuantica,
monografia lui G. Munteanu [MG1] extinde geometria Finsler complexa la
geometriile Lagrange i Hamilton complexe.

O clasa deosebit de importanta de spatii Finsler complexe o constituie
algebroizii Lie olomorfi. Studiul acestora a fost realizat de autorul prezentei
teze intr-o serie de lucrari [IA3, I-M4, TA5, A6, IA7, [-M8]. Ideea studiului
a pornit de la constructiile din cazul real. Teoria algebroizilor Lie reali a
fost intens studiata in ultimele decenii, interesul fiind motivat de aplicatiile
speciale din mecanica, datorate proprietatii de unificare a fibratelor tangente
si algebrelor Lie. Studiul a fost initiat de Weinstein [WA1, WAZ2|, care a
dezvoltat o teorie generalizata a lagrangienilor pe algebroizi Lie gi a obtinut
ecuatiile Euler-Lagrange utilizand structura dualului unui algebroid Lie si

11



iv Introducere

transformari Legendre asociate unui lagrangian regulat. De asemenea, el
ridica problema dezvoltarii unui formalism similar celui al lui Klein [K] din
mecanica lagrangienilor ordinari, fara a face referire la dual.

Un prim raspuns la problema lui Weinstein a fost oferit de E. Martinez
IME1, ME2], care a dezvoltat ideile anterior formulate de Klein folosind pre-
lungiri ale algebroizilor Lie. Aceste constructii au fost introduse sub o alta
denumire de Higgins si Mackenzie [H-M]. Abordarea lui Martinez s-a dovedit
deosebit de aplicativa, ea fiind utilizata pentru a studia aproape toate as-
pectele teoriei clasice, spre exemplu conditii vakonomice si neolonome, teoria
Hamilton-Jacobi, teoria controlului, sisteme de ordin superior (a se vedea
[dL-M-M, ME3)).

O alta abordare a problemei lui Weistein utilizeaza structurile triplet
Tulczyjew, iar legatura dintre cele doua abordari a fost recent investigata in
[J]. Aplicatii recente ale algebroizilor au fost date in optimizarea controlu-
lui, probleme de interpolare, planificarea traiectoriilor si multe altele, se pot
consulta [CL, dL-M-M] si numeroasele referinte ale acestor lucrari.

* kX

In cadrul tezei de doctorat intitulate ”OPERATORI DIFERENTIALI
PE SPATII FINSLER COMPLEXE”, ne propunem sa studiem operatori
binecunoscuti in geometria diferentiala definiti pe anumite clase de spatii
Finsler complexe. Mai exact, introducem diferentiale si operatori diferentiali
complecsi de tip Laplace pentru functii si forme diferentiale definite pe grupuri
Lie complexe, pe fibrate vectoriale si algebroizi Lie complecsi, studiem ge-
ometriile acestor spatii si dam aplicatii din geometria complexa si Finsler
complexa.

Multiplele aplicatii ale constructiilor geometrice din teoria algebroizilor
Lie, prezentate mai sus, vin sa motiveze alegerea unuia dintre cadrele geo-
metrice utilizate in prezenta lucrare pentru studiul operatorilor diferentiali,
acest cadru fiind reprezentat de algebroizii Lie olomorfi.

Am urmarit in realizarea tezei de doctorat directiile de studiu ale scolii
romanesti de geometrie Finsler complexa, initiata de domnul Prof. dr.
Gheorghe Munteanu. Teza este structurata pe sapte capitole, cuprinzand
rezultatele obtinute de autor.



Capitolul 1

Operatorul Laplace pentru
functii olomorfe pe grupuri Lie
complexe

Consideram in acest prim capitol al tezei cazul grupurilor Lie complexe, pe
care definim un operator Laplace pentru functii olomorfe definite pe un astfel
de grup. Obtinem caracterizarea locala a acestui operator i exemplificam o
serie de aplicatii In teoria multiplicatorilor ultim olomorfi.

1.1 Operatorul Laplace pe varietati Finsler
complexe

Reamintim pe scurt cateva notiuni si rezultate legate de operatorul Laplace,
obtinute in cazul varietatilor Finsler complexe [Z-Z1, Z-7Z2]. Remarcam ca
definitii si proprietati similare sunt prezentate in cazul fibratelor Finsler com-
plexe in [IC2]. Notatiile utilizate sunt cele clasice, din [A-P, AT1, AT4, MG1].

1.1.1 Operatorul Laplace orizontal pentru functii

Pe o varietate Finsler complexa n-dimensionala M cu functia Finsler F', fie
T'M = T'M — {0}, cu coordonatele locale (z*,n¥), si g;; = %. Tensorul

metric hermitian al varietatii T'M este
7= gij(z,n)dz" ® dz7 + g;5(z,n)ov' @ 6V,

1



2 CAPITOLUL 1. Operatorul Laplace pe grupuri Lie complexe

unde {dz*, dz’, 6v', 97} este un reper dual reperului adaptat {d;, &;, 9;, 9: } pe
T'T'M. Notim g =det (g;5).

Fie dV = ¢?dzAdZASvASD, unde dz = dz'A---Adz"™, dz = dZ' A---AdZ",
v = vt Ao ASU", 00 = dut A --- A JD", forma volum asociata metricii
hermitiene g pe T"M, si fie Lx derivata Lie in raport cu X € F(T’m).
Divergenta campului vectorial X = X6;+X'0; € T'(T" ﬁ\?) este definita prin
ecuatia LxdV = (div X)dV. Aceasta se descompune in div X = div, X +
div, X = div X" + div X?, cu

div, X = V5, X' = X'P,, div, X = V, X'+ X'C},

unde P! = L) — L7, C; = C = O,
Chern-Finsler V [A-P, MG1].

Gradientul unei functii f € Cm(m) este definit prin g(X,grad f) =
Xf,VX € F(T’m), iar acesta se descompune in grad f = grad, f+grad, f,
unde

far L7, si C;, sunt coeficientii conexiunii

grad, [ = ¢/'(0;/)6,  grad, f = ¢7'(9;)D.
Definitia operatorului Laplace orizontal pentru functii este
Ay f = divyograd,, f.

Expresia locala a acestuia este

Anf = ééi[ggﬁ(@f)} (1.1.1)

1.1.2 Operatorul Laplace orizontal pentru forme ori-
zontale

Fie ¥ si ® doua forme diferentiale orizontale de tip (p,¢) cu suport compact

pe M , exprimate local prin

1 . . . .
U=—0, = =dz" Ao Ad2? AdZA - AdF,
plql 21.+-2pJ1---Jq
O =——®; ;5 5,d2" A ANdZ NE N N dE
p|q| 1--2pJ1---Jq

Se defineste produsul interior

<\Ij7 (I)> = p!_q!\Iji1...ipj1..-jqq)“mlphm]q7



CAPITOLUL 1. Operatorul Laplace pe grupuri Lie complexe 3

unde @4 wit-Ja = q)kl...kpfl.._fqgilkl . girhe gl glede - Cu ajutorul acestuia,
se poate defini un produs interior global,

(T, ®) = /m (T, ) dV. (1.1.2)

In definitia operatorului Laplace orizontal, sunt necesari adjunctii opera-
torilor

p+1
(ahq’)il...z'pﬂil...iq = Z(_l)k_léik \I’il...ik...ip+131...jq>
= q+1
OnW)is iy = (CD D (DG 8, o 5 G
k=1

in raport cu produsul interior (1.1.2). Daca operatorii adjuncti sunt, respec-
tiv,

O« API(T'M) — AP YU(T/M), (0,0, @) = (U, 9; D),
35+ A)(TINL) — APS~YT'M), (0., ) = (T, 5, P),

atunci expresia operatorului 0; pentru ® € AP9(T'M), necesar definirii
Laplacianului, este:

(aZ)il...ipil..jq :(—1)p+1 Z glkék(cbil...ipl‘jz...jq)

k=1

+ termeni de ordin zero in .
Operatorul Laplace orizontal pentru forme orizontale este
Oy« APYT'M) — AP4(T'M), Oj, = 0y 0 0, + 05, 0 Op. (1.1.3)
Expresia acestui operator este data in

Teorema 1.1.1. [Z-Z1] Daca (M, F) este o varietate Finsler compleza tare
pseudoconveza, iar ® este o forma diferentiald orizontala de tip (p,q) pe

f’\]\//[, atunct

(Dhq))il...ipjl..jq =- Z glk{(sk © 51‘((1)21...ip31...jq>

k=1

q
DGV RN S
k=1

+ terment de ordin < 1.



4 CAPITOLUL 1. Operatorul Laplace pe grupuri Lie complexe

Pe o varietate Finsler tare Kahler, datorita simetriei coeficientilor orizon-
tali ai conexiunii Chern-Finsler, Lj, = Ly, rezultatul anterior devine

Teorema 1.1.2. [Z-Z1] Daca (M, F) este o varietate Finsler tare Kdhler,
iar @ este o forma diferentiala orizontala de tip (p,q) pe T'M, atunci

(On®)i, ivirjy = — Z g"*Vs, o V5P, ipii e

k=1

n o q
Ik
+ Z Zg [V véim](bil.‘.ipl_jl...ﬁ\n...jq'

k,l=1m=1

1.2 Grupuri Lie complexe

Un grup Lie compler este un grup G care este in acelasi timp varietate
complexa, astfel incat operatia de inmultire ¢ : G x G — G, ¢(u,v) = u-v
gi inversa u € G +— u~! € G sunt olomorfe [WHC].

Fie G un grup Lie complex de dimensiune n. Algebra sa Lie, notata cu
g, are ca spatiu vectorial de baza spatiul tangent olomorf 7}°G in elementul
identitate e € G.

Urmarind ideile din [GSI], consideram {E,}, o =1,...,n o baza a alge-
brei Lie g si x*, a = 1,...,n, baza duala a 1-formelor Maurer-Cartan, adica
X*(Eg) =65, (a,8=1,...,n). E, sunt campuri vectoriale olomorfe, iar x*

sunt 1-forme olomorfe stang invariante.

O forma diferentiala n se numeste stang-invarianta daca este invarianta
la orice translatie la stanga L,(a € @), adica daca Lin = n pentru orice
element a € G, unde L este aplicatia cotangenta olomorfa a lui L,. Rezulta
ca orice forma stang invarianta trebuie sa fie olomorfa. Pentru un element
U € g si un element 1 in spatiul dual g*, n(U) este constant pe G. Daca
d = 0 + 0 este descompunerea uzuali a derivatei exterioare, atunci

on(U, V) =—n([U,V]), (1.2.4)

unde U,V sunt elemente ale algebrei g si 1 este un element al dualului.
Notand
[Ep, B,] = Cg', Ea, (1.2.5)
relatia (1.2.4) implica
o 1 (6
ox* = _§CB~/X6 AXT. (1.2.6)
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Constantele complexe Cg’, se numesc constantele de structurda ale algebrei
Lie g in raport cu baza olomorfa {E,..., E,}. Aceste constante nu sunt
arbitrare, ci trebuie sa satisfaca relatiile

[Eou Eﬁ] + [E67 Ea] =0 (127)
si
(Eu (o B))| + [Ep. (B, B + (B [Ba Bsll =0 (128)
oricare ar fi o, 8,7 =1,...,n, adica
Cg,+Cls=0 (1.2.9)
si
5 5 5
Cof’ﬂCW—i—CBprap—l—CfaCﬁp:O. (1.2.10)

Ecuatiile (1.2.6) se numesc ecuatiile Maurer-Cartan olomorfe.

Datorita ecuatiei (1.2.5), constantele de structura sunt componentele unui
tensor olomorf pe TH°G de tip (1,2). Putem defini un nou tensor olomorf pe
TG prin

Cap =CL,CJ5 (1.2.11)

in raport cu baza olomorfa stang-invarianta {E,} (o = 1,...,n) a algebrei
g. Este usor de verificat faptul ca acest tensor olomorf este simetric. De
asemenea, se poate arata ca o conditie necesara si suficienta pentru ca grupul
Lie complex G sa fie semisimplu este ca matricea complexa (Cup)nxn sa fie
inversabila.

In raport cu un sistem de coordonate locale complexe (u',...,u") pe
grupul G, campurile vectoriale olomorfe F,, a = 1,...,n, pot fi exprimate
prin B, =\, a?n' Deoarece grupul Lie G este paralelizabil complex [WHC],
matricea de tip n x n (x’,) are rangul n si prin urmare, notand

97 = XbxhC, (1.2.12)

unde (C%),,.,, este matricea inversd matricei (Cog)nxn, obtinem o matrice
simetrica gi pozitiv definita, (¢"),x,. Asadar, putem defini o metrica rie-
manniand olomorfa g pe G prin intermediul formei patratice complexe

ds® = gjpdu? @ du”, (1.2.13)

unde (g;x)nxn este matricea inversa matricei (¢7%),xn, mai exact, avem g;; =
C,B’YX]B' Xr- Mai mult, aceasta metrica olomorfa este complet determinata de
grupul Lie complex G.



6 CAPITOLUL 1. Operatorul Laplace pe grupuri Lie complexe

Definim n campuri vectoriale olomorfe covariante y* (o = 1,...,n) pe
G, cu componentele locale x¢(i = 1,...,n) date de
X5 = Cxhgis. (1.2.14)

Considerdm de asemenea cele n? 1-forme liniare olomorfe w! = '} du” definite
local de coeficientii olomorfi

o
Lje = Xam % (1.2.15)

care pot fi exprimati de asemenea prin

. axi
L =—x7 8u:' (1.2.16)
Acegtia reprezinta coeficientii locali ai unei conexiuni olomorfe stang-invariante
V a grupului Lie G.

Se poate verifica ugor ca pe intersectia UNU’ a doua harti locale, 1-formele
olomorfe Lu; se schimba dupa regulile

au/k i au/i . aQu/i
ou’

T kY T dutow

du'.

W

Urmatorul pas natural este considerarea torsiunii conexiunii definite an-
terior. Ca in cazul grupurilor Lie reale (vezi [GSI, RH]), tensorul olomorf de

curbura se va scrie 9 5
. 1 . XO»‘ XO‘
Ti = —i | 2L _ ZAk 1.2.17
jk 2Xa (8uk au] ) ( )

sau, folosind ecuatiile (1.2.5) si ecuatiile Maurer-Cartan olomorfe (1.2.6),

i 1 a
T = 505 XX X (1.2.18)

Totodata, considerand coeficientii locali ai conexiunii Levi-Civita olomorfe

% in raport cu metrica olomorfa g = ds? din (1.2.13) a grupului G, acestia

pot fi exprimati ca
o . 1 . axq a o
L ji = 3Xa (—” + X’“) : (1.2.19)

ouk  ow

de unde rezulta ca s ‘
Dh =T b+ T (1.2.20)
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1.3 Operatori Laplace pentru functii olomorfe
pe G

In aceastd sectiune, introducem un operator Laplace ce actioneaza asupra
functiilor olomorfe definite pe grupul Lie complex GG, operator ce depinde de
tensorul metric olomorf dat pe G.

Notam w = xy' A--- A X", unde \*,i = 1,...,n sunt elementele bazei 1-
formelor olomorfe definite in Sectiunea 1.2. Atunci w este o n-forma olomorfa
stang-invarianta nicaieri nula, numita elementul de volum olomorf. Aceasta
poate fi utilizata pentru a defini divergenta unui camp vectorial olomorf U =
U*E, prin div(U)w = J(iyw).

O proprietate utila a divergentei este

div(fU)=Uf+ fdivU

pentru un camp vectorial olomorf U si o functie olomorfa f definita pe G.
Mai notam ca pentru un camp vectorial olomorf dat U = U*E,, pe GG, avem

divU = E,(U”). (1.3.21)

Fie acum G un grup Lie complex semisimplu cu metrica riemanniana
olomorfa
g = gidu' @dv’, g;; = CaﬁX?X? (1.3.22)

Un calcul simplu conduce la g(E,, E3) = C,g, iar tensorul metric olomorf
g va fi utilizat acum pentru a defini gradientul unei functii olomorfe f definita
pe G. Daca grad f = VP Es este un camp vectorial olomorf exprimat intr-
o harta locald, atunci definitia clasica g(U,grad f) = Uf aplicata pentru
U = U“E, implica V* = C°*(E,f), prin urmare

grad f = CPY(E,f)Es. (1.3.23)
Putem defini acum un operator Laplace pentru functii olomorfe pe G prin
Af = (divograd)f = CP*Eg(E.f). (1.3.24)

In coordonate locale, regasim acum forma clasica a Laplacianului unei functii,
in cazul grupurilor Lie complexe:

Af:gij( Of —Tk af). (1.3.25)

ouious T ouk
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Deoarece )
rf k Of
— — "= =V,V,f,
outdu’ T Ouk
unde Vj este derivata covarianta in raport cu conexiunea olomorfa stang-
invarianta V definita in Sectiunea 1.2, aceasta conduce la urmatoarea formula

pentru operatorul Laplace pentru functii olomorfe pe G:

Af = g7V, V,f. (1.3.26)

Observatia 1.3.1. Daca grupul G nu este semisimplu, atunci putem defini
o metrica riemannianda olomorfa pe G prin

h= hydu' @ dul, by = Sapxx’, (1.3.27)

tar calcule similare celor de mai sus conduc la urmatoarea expresie locala a
Laplacianului:

Af =Ef=hIV,V,f. (1.3.28)

Observatia 1.3.2. Notand cu % derivata covarianta in raport cu conexiunea
Levi-Civita, din inlocuirea relatiei (1.2.20) in (1.3.25) rezulta

i e 0f of
Af = g¥ J_p kL k2L
f=9 (8u18u3 a ]’Ouk> I Ouk
oo of
N ) k
=g ViV, [ — TJZ%,
astfel ca o functie olomorfa armonica f pe G trebuie sa satisfaca identitatea
of .o o

Sa notam ca T;k este tensorul olomorf de torsiune al conexiunii olomorfe din
(1.2.15).

Vom calcula expresiile locale ale Laplacianului in doua cazuri particulare.

Exemplul 1.3.1. Consideram varietatea complexa standard 4-dimensionala
C* cu coordonatele olomorfe (21, 22, 23, 2) si urmatoarea reguld multiplica-
tiva:
1.2 3 4 1,2 3 4y _
(24,27, 27, 2%) - (wHw*,w’, w") =

= (zleAwS + w!, e’ 4 w?, 22+ w2t — )\zlw2ekw3) , (1.3.30)
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unde A este un parametru nenul. Legea multiplicativa anterioara inzestreaza
varietatea C* cu o structura Lie complexd non-abeliand. Pentru A = 0,
obtinem grupul Lie abelian uzual C*, ca urmare vom considera aici A # 0.
Vom nota cu G grupul Lie complex non-abelian C* inzestrat cu legea de
multiplicare (1.3.30).

Este ugor de vazut ca urmatoarele campuri vectoriale olomorfe stang-
invariante, date prin

9 9,0 o ., 0 0 9
Zl_ﬁ’ ZQ—@ )\Z @, Z )\Z 87 )\ @"’_a 3 Z4_ 824
(1.3.31)

formeaza o baza a algebrei Lie olomorfe g a grupului G. Avem Cgﬂ =0,
a, 3,7 = 1,4, cu urmatoarele exceptii:

C12 - _>‘7 Cl3 - C23 -

In consecinti, campul tensorial introdus in (1.2.11) se va anula, adici Cop = 0
pentru orice «, 3 = 1,4, ceea ce inseamna ca grupul G nu este semisimplu.
Atunci, conform rela‘glel (1.3.28), operatorul Laplace A ce actioneaza asupra
functiilor olomorfe f € H(C*) este

Af=) Zf=Zif+ Z3f + Z5f + Z3f.

Astfel, un calcul simplu utilizand campurile vectoriale olomorfe din (1.3.31)
ne conduce la

0% f o*f 0% f
- 2/ 172 2/.2\2
Af = (1 +A%(z) )3(21)2 + (1 +A%(27) )a(z2)2 + (%)
92 2 2
2 o°f _9)2,1,2 o°f , O°f
T O+ NE) o — P s T2 g
% f O*f of af
_ 2 _ 1 2.1 2.2
2A2 022023 2A2 022024 T A% 01 T A% 022

Exemplul 1.3.2. Fie G = C* x C cu inmultirea

1
(2}, 2%) o (w,w?) = (zlwl, éwzluﬂ + 22(w1)2)

si fie campurile vectoriale Z; = zla;zﬁ—Qz o3, Zy = 2 5% . Atunci (G, 0) este
un grup Lie complex cu algebra Lie olomorfa g = span{Zl, Zs}. Mai mult,
G nu este semisimplu, dupa cum se poate vedea calculand tensorul C,g, ca
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in exemplul anterior. Avem prin urmare Af = Z2f + Z2f, din care rezulta
urmatoarea forma a Laplacianului:

0% f o*f
(12 1\2 212
*f of of
1.2 1 2
Tz 021022 Tz 021 oz 022
Propozitia 1.3.1. Are loc identitatea:
Gk kil o?
— o(piiyk _ piky il
A, E,] =2(hYx: —h Xa)rjkauiﬁu“ (1.3.32)

unde h¥ = 50‘5%&)(%, iar T}, sunt coeficientii locali ai conexiunii olomorfe V.
Vom ilustra aceasta proprietate in cazul grupului Lie complex GL(n,C).

Exemplul 1.3.3. Deoarece dim(GL(n,C)) = n?, toti indicii din cazul gen-
eral vor fi inlocuiti cu perechi de indici, de exemplu «a devine (g), 1 devine
(,1), etc. Convenim ca aceste perechi sa fie rescrise intr-o maniera care va fi
clara din cele ce urmeaza.

Mai intai, fie w € GL(n,C) o matrice complexa cu elementele { A%}, astfel
incat un camp vectorial olomorf stang-invariant va fi notat prin

i)y 0 0
EP =E.\ = (+) — =B
@ (8) X(,‘%‘) Duti) - Xam out .’
unde X8 -2 = §. A% (vezi [I-]]). Metrica riemanniana olomorfa este

i

RV = b, = 8

(grupul GL(n,C) nu este semisimplu). Coeficientii locali ai conexiunii olo-
morfe definite in Sectiunea 1.2 sunt

I
6 g 0

ey () = ok = Xir

Aceste relatii implica, dupa calcule,

’ . 2f
% o i o In
DA DATN 02 f
=2(d,,A" AZ—L —§,, AV AF—1 . .
( WM yk T aw;)au;naug
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1.4 Ultim multiplicatori olomorfi pentru
campuri vectoriale olomorfe pe G

Elementul de volum olomorf w introdus pe G in Sectiunea 1.3 va fi uti-
lizat acum pentru a introduce notiunea de ultim multiplicator olomorf. Cal-
culele sunt similare celor realizate in cazul varietatilor diferentiabile de M.
Cragmareanu [CM1, CM4] sau in cazul varietatilor complexe, de M. Cragmareanu
si C. Ida, [C-I-P2]. Mai exact, consideram un camp vectorial olomorf de
forma U = U';, 0 = iyw si fie

du’

dt
un sistem de ecuatii diferentiale complexe pe G definit de campul vectorial
olomort U.

= U'(ut(t),...,u™(t)), 1<i<n, teR

Definitia 1.4.1. O functie olomorfa p pe G se numeste ultim multiplicator
olomorf al sistemului de ecuatii diferentiale complexe generat de U (sau ultim
multiplicator olomorf pentru U) daca

O(pub) == 0u N+ p-06=0. (1.4.33)

Propozitia 1.4.1. O functie olomorfa p pe G este un ultim multiplicator
olomorf pentru campul vectorial olomorf U daca si numai daca

U(p) +p-divU = 0. (1.4.34)

Este interesant acum de determinat un ultim multiplicator olomorf al
unui camp vectorial olomorf U de tip divergenta, adica p = div V' pentru un
camp vectorial olomorf arbitrar V' pe G.

Propozitia 1.4.2. Daca V' este un camp vectorial olomorf care satisface
conditia LyLyw = 0, atunct p = divV' este un ultim multiplicator olomorf
pentru campul vectorial olomorf U.

Urmatorul pas al studiului este investigarea ultim multiplicatorilor olo-
morfi ai campurilor vectoriale olomorfe de tip gradient definite pe grupul
Lie complex G inzestrat cu o metrica riemanniana olomorfa (de exemplu,
metricile g sau h din Sectiunea 1.3).

Propozitia 1.4.3. Fie G un grup Lie complex inzestrat cu o metrica olo-
morfa g. Daca f,p sunt functic olomorfe pe G astfel incat f este un ultim
multiplicator olomorf pentru grad p, 1ar p este un ultim multiplicator olomorf
pentru grad f, atunci fa este o functie olomorfa armonica pe G.
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Corolarul 1.4.1. Daca G este un grup Lie complex inzestrat cu o metrica
olomorfa g, iar f este o functie olomorfa pe G, atunci p este un ultim mul-
tiplicator olomorf pentru U = grad i dacd si numai dacd p? este o functie
olomorfa armonica pe G.

Corolarul 1.4.2. Daca G este un grup Lie complex inzestrat cu o metrica
olomorfa g, iar f este o functie olomorfd pe G, atunci u® este o functie
olomorfa armonica pe G daca si numai dacd

pAp+ g(grad p, grad p1) = 0,



Capitolul 2

Algebroizi Lie olomortfi

Algebroizii Lie reprezinta o generalizare a algebrelor Lie si a distributiilor
integrabile. Ei sunt fibrate vectoriale "ancorate” pe fibratul tangent al va-
rietatii baza, avand un croset definit pe modulul sectiunilor. Algebroizii Lie
ofera un cadru natural pentru dezvoltarea teoriei unor operatori diferentiali
precum derivata exterioara a formelor diferentiale sau derivata Lie in raport
cu un camp vectorial. Acest cadru este mai general decat cel al fibratelor
tangent si cotangent ale unei varietati si produsele acestora.

Principalele exemple de algebroizi Lie olomorfi sunt reprezentate de fi-
bratul tangent olomorf 7" M al unei varietati complexe, de fibratul cotangent
al unei varietati Poisson, sau de distributiile complexe involutive. Acestea
din urma sunt acele subfibrate olomorfe ale varietatilor complexe, care sunt
inchise in raport cu paranteza Lie (a se vedea [MCM] pentru mai multe de-
talii in cazul real). Alte exemple pot fi obtinute din cele prezentate in [I-P],
in cazul varietatilor complexe (varietati Poisson complexe, prelungirea unui
algebroid Lie, structuri produs).

Algebroizii Lie sunt un domeniu de cercetare deosebit de activ, cu aplicatii
in multe ramuri ale matematicii si fizicii. Un exemplu binecunoscut este
studiul lui A. Weinstein [WA1] in mecanica. El a dezvoltat o teorie generala
a lagrangienilor pe algebroizi Lie si a obtinut ecuatiile Euler-Larange folosind
dualul unui algebroid Lie si transformari Legendre asociate unui Lagrangian
regulat. E. Martinez [ME1, ME2] a dezvoltat formalismul lui Klein pe al-
gebroizi Lie definind notiunea de prelungire a unui algebroid pentru care a
utilizat o aplicatie diferentiabila. El a propus un formalism in care fibratele
tangente la E si E* sunt Inlocuite prin prelungirile acestora, TE si T E*.
Mai recent, algebroizii Lie au fost investigati de M. Anastasiei [AM1, AM2]
si L. Popescu [PL1, PL2].

13
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In geometria complexa, cateva proprietati ale algebroizilor Lie complecsi
si olomorfi au fost studiate in [I-P], [L-S-X]. Capitolul de fata analizeaza
notiuni specifice din teoria algebroizilor Lie reali in cazul algebroizilor Lie
olomorfi, considerand obiecte geometrice olomorfe.

2.1 Notiuni introductive

Fie M o varietate complexa n-dimensionala si £ un fibrat vectorial olomorf
de rang m peste M. Aceasta Inseamna ca schimbarile de harti vectoriale pe
E se fac olomorf. Notam cu 7 : E — M proiectia olomorfa a fibratului,
cu I'(E), modulul sectiunilor olomorfe ale lui 7 gi fie TcM = T"M & T"M
fibratul tangent complexificat al varietatii M, descompus in fibratul tangent
olomorf si cel antiolomorf.

Pe un fibrat vectorial (F,m, M), definitia unei legi de derivare este D :
X(M)xT'(E) — I'(E), Dxs, astfel incat Dyxs = fDxssi Dx(fs) = fDxs+
X(f). Aceste notiuni au sens si pe fibrele lui F, dar paranteza Lie [s1, s3] f,
unde s1, $2 € I'(F), nu are semnificatie matematica. Aceasta este problema
de la care a pornit in definirea notiunii de algebroid.

Definitia 2.1.1. Fibratul vectorial olomorf E peste M se numeste ancorat
daca exista un morfism olomorf de fibrate vectoriale p : E — T'M, numit
aplicatie ancora sau, pe scurt, ancora.

Notam cu I'(7"M) modulul sectiunilor olomorfe ale fibratului tangent
olomorf T"M, adica multimea campurilor vectoriale olomorfe pe M, si cu
H(M) inelul functiilor olomorfe pe M.

Folosind aplicatia ancora, putem defini o paranteza Lie pe E cu ajutorul
parantezei Lie de pe T"M, prin

p([s1,52]8) = [p(s1), p(s2)] 1701, (2.1.1)

s1, 82 € I'(F). Pentru orice f € H(M),

p([s1, [s2]p) = [p(s1), p(fs2)lTm
[ (31) (32)]T’M
flp(s1), p(s2)lza + p(s1)(f)p(s2)-

Definitia 2.1.2. Un algebroid Lie olomorf peste M este un triplet (E, [, ‘| g, pE),
unde E este un fibrat vectorial olomorf ancorat peste M, |-, ]g este o paran-
teza Lie pe I'(E) §i pg : ['(E) — T'(T"M) este omomorfismul de module
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complexe indus de ancora p astfel incat

51, fsalg = fls1, 2] + pr(s1)(f)s2 (2.1.2)
pentru orice sy, s9 € I'(F) si orice f € H(M).

Observatia 2.1.1. Fcuatia (2.1.1) este o consecinta a acestei definitii [MCM]
si semnifica faptul ca pg = (U'(E), |-, ]g) = (I(T"M), [-,-]) este un omomor-
fism de algebre Lie compleze.

Paranteza Lie [-, -] p satisface identitatea lui Jacobi

(51, [S2, 83]B)E + [S2, [S3, 51]E] B + [83, [S1, 82]E]E = 0. (2.1.3)

Pe un algebroid Lie olomorf E, putem introduce diferentiala dp : T(A*E*) —
[(A*E*) in maniera clasica, prin

k

dpe(se, ..., s,) = Z(—l)ipE(si)(go(so, U )

=0
) (=1 o([si,85]50 50280y -1 Sj- o osk), (2.1.4)
i<j

unde ¢ € T(A*E*) gi s; e D(E), i = 1, k.

Exemplul 2.1.1. Un exemplu interesant de algebroid este reprezentat de fi-
bratul proiectiv PM asociat unei varietati Finsler complexe (M, F'), dim M =
n. Pentru o astfel de varietate [MG1], reamintim ca F : T"M — R, este o
functie omogena F'(z,n) ce depinde de pozitia z € M si de directia n € T, M,
cu proprietatea F'(z, An) = |A\|F(z,n), YA € C*.

Pentru orice sectiune nenuld n = (n',...,n") € T/M, consideram coor-
donatele omogene [n] care determina P,M, liniile complexe in T/ M pentru
fiecare z € M. Reuniunea tuturor acestor linii constituie fibratul proiectiv
PM =T'"M/c~, care are o structura naturala de fibrat vectorial olomorf, cu
proiectia naturala p(z;[n]) = z si rang PM = n — 1. Daca M este compacta,
atunci PM este o varietate complexa compacta de dimensiune 2n — 1.

Deoarece 1 este o sectiune nenula, putem presupune 7" # 0 (sau alta coor-
donata, in alta harta locald) i sa consideram aplicatia ancora ppy : PM —
T'M data local in punctul z € M prin pppy(z,[n]) =1 := ﬁ%n pentru

. , o . s 1 0" i 0
orice n € T M, nenula. Este usor de vazut ca e Tl 027

globala a fibratului imagine inversa p*T"M peste varietatea complexa PM.

este o sectiune
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Morfismul ppys este bine definit, deoarece ppas(z, [n]) = ppu(z, [An]), YA €
C*. Prin urmare, (PM, ppys) este un algebroid Lie olomorf, cu paranteza Lie
definita ca o clasa de echivalenta dupa cum urmeaza. Daca notam paranteza
Lie cu {-,-} pentru a o deosebi de notatia pentru clase de echivalenta pe
PM, atunci putem defini {[n], [0]}prr = [{p([10]), p([0]) }1701] si este usor de
verificat ca aceasta paranteza Lie satisface proprietatea (2.1.2).

2.2 Expresii locale

Daca (z¥),_15; este un sistem de coordonate locale complexe peste U C M
§i {€ata=1m este un reper local al sectiunilor fibratului E peste U, atunci
(2%, u®) sunt coordonatele locale complexe pe 71(U) C E, unde e = u®e,(2)
este un element al fibratului £.

Fie gyy : UNV — GL(m, C) functiile de tranzitie olomorfe ale fibratului
olomorf E. In punctul z € U NV, functiile gyy(z) sunt reprezentate de
matricea complexd de functii olomorfe (Mg(z)), astfel incat, daca (2*,u*)
sunt coordonatele locale pe 71 (V), atunci acestea se schimba dupa regulile

7 =7ZF(2), u* = Mg(z)u’. (2.2.5)
Matricea Jacobi a legilor de transformare (2.2.5) este
20
(2.2.6)
oMY
Bzf uﬁ Mg

Fie (W/) matricea inversi a matricei (Mg) si fie {eq} 0 bazi a sectiunilor
fibratului £, adica are loc descompunerea u = u®e, pentru orice u € I'(E).
Atunci, aceste sectiuni se schimba dupa regulile e, = W/ejs.

Actiunea ancorei olomorfe pgr poate fi descrisa local prin

0

pe(€a) = p’é@, (2.2.7)
iar paranteza Lie [, | este data local prin
e, es]m = C ey (2.2.8)

Functiile olomorfe pf = pk(2) si CJy = CJs(2) definite pe M se numesc
functiile de structura olomorfe ale algebroidului Lie E. O schimbare de harti
locale pe F implica

oz*
P = Wfpg@. (2.2.9)
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Deoarece E este un fibrat vectorial olomorf, structura complexa naturala
actioneaza asupra sectiunilor lui E prin Jg(e,) = ie, si Jp(€n) = —iq.
Ca urmare, fibratul complexificat F¢ al lui F poate fi descompus in E¢ =
E' @ E". Baza locala a sectiunilor lui E’ este {e4}a=1m, iar pentru E”,
baza este reprezentata de conjugatele acestora, {€, := €5 }a=1m. Deoarece

g B — T'M este un omomorfism de module complexe, el poate fi extins in
mod natural la fibratul complexificat prin p'(e,) = pe(eq) $i p"(ea) = pe(ea).
Asadar, ancora poate fi descompusa in pg = p’' @ p” pe fibratul complexificat,
cu pf = pk = 0gi pf = pk. Prin urmare, fibratele ancorate (E’, p/, T"M) si
(E", p", T" M) sunt algebroizi Lie complecsi (vezi si [[-P]). Parantezele Lie
sunt definite prin

[o] )]

[em 65], = [6047 G,B]E = Co:yﬁe“w [607’ 65]” = [ea’ 65] =C 367

unde C(Z 5= @ Pe fibratul complexificat E¢, trebuie sa luam in considerare
si parantezele Lie

[ea, €3] = C e + Czﬁ—e@, [ea, es] = ey + CLges.

Este evident ca [eq, 5] = [ea, e5], deci C 5 = C(ZB si CJB =Cyp

Propozitia 2.2.1. Functiile de structura ale algebroidului Lie complexificat
(Ec, [, ], pr) satisfac identitatile:

00 0p, ; 0P 075
Py~ Py = PACan py% = Pigz PiCas = Pagyy
z (9/)/3 z 8pa ; apa i J apiﬁ

Pz pﬁ 0z 'Ovcaﬂ’ p% Prtap = Pagoy

In continuare, considerim algebroidul dual E* i complexificatul acestuia
E¢{ = E™ @& E'™, corespunzator valorilor proprii i ale structurii complexe
duale date de Jj;(e*) = ie* g1 J5(e%) = —ie®, unde {e®, e*} este cobaza duala,
adica au loc identitatile e®(eg) = 05, e%(eg) = 0 si conjugatele acestora.
In acest caz, diferentiala din relatia (2.1.4) se poate extinde la formele din
Qc(E) =T (QP4(Ec)) prin dg = 0% + Og + Op + 0, unde

ly  PI(Ee) — P2V (Ee), O QPY(Eg) — QPH(ER),
g : OPI(Fg) — QPIFY(Ee), 9l - QP9(Eg) — QP L2 (Fe).

Spatiul total al algebroidului Lie olomorf E are o structura de varietate
complexa, deoarece functiile de tranzitie M g(z) sunt olomorfe. Consideram
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fibratul tangent complexificat al lui £, TcE = T'E @& T"E, unde T'E este
fibratul tangent olomorf si 7"E = T'E.

Pe T'E, un camp natural de repere este {
(2.2.6), se schimba dupa regulile:

0 0

55 W}’ care, datorita matricei

o 0 9 OM§ , 0

R N PO T (2.2.10)
AV
oup P oue

Cum F este varietate complexa, rezulta ca {%, %} este o baza in T"FE =
T'E si regulile sale de schimbare se deduc din (2.2.10) prin conjugare.

Ca aplicatie intre varietati, ancora olomorfa pr indusa de p duce co-
ordonatele locale (2%, u®) de pe E in coordonatele (z*,n*) pe 7'M, unde
n* = u®pk(2). O schimbare de harti locale implicd maparea noilor coordo-
nate (2%,4%) in (2’%,7'*), unde coordonatele locale intr-o noud harta pe 7'M

sunt:

1k 1k 1k hazlk
2" = 2"(z2), n"=up] o (2.2.11)
Expresia locala a operatorului diferential O pentru f € H(M) este
af k o
Opf = 5 5 Pac”,
iar pentru w € T'(E™), w = w,e?,
awﬂ % 1 «
Opw = (azi Do, — §w70076) e Ael.
In particular, avem
a kE_ k « a o 1ca B A ol
gz = pee”, pe” = —5Cg e Nel.
2.3 Conexiuni liniare
Definitia 2.3.1. O conexiune liniara pe algebroidul Lie olomorf (F, pg, [., .|g)

este o aplicatie V : ['(E) x I'(E) — I'(E) ce satisface proprietatile:
1) V este R-biliniara;

2) Vv = fV,v pentru orice f € C®(M) si u,v € I'(E);
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3) Vufv=(pe(u)f)v+ fV,v pentru orice f € C®°(M) si u,v € T'(E);

O conexiune liniara poate fi interpretata ca o aplicatie liniara V : T'(E) —
AY(E) datad prin V : s — V,, V,(u) = V,u satisfacand conditiile 3) si 4).
Ca in cazul oricarui fibrat olomorf, putem considera in raport cu campul de
repere olomorf {e,} 1-formele de conexiune 67 : T'(E) — C date de

V.eq = 95(8)65, a=1m. (2.3.12)

Notand V., eg = I'Jze,, avem 0 (e,) = T' 5. Pentru s = s%e, si u = uleg,
actiunea conexiunii liniare asupra sectiunilor din I'(E) este

o[ xOUW
Vau=s { Pk + T 5u } ey, (2.3.13)
de unde rezulta expresia 1-formei u — Vu, Vu(s) = V,u:
Vu= (podgu’ + 0} 0u’)e,. (2.3.14)

Considerand structura complexa naturala pe E, obtinem prin C-liniaritate
o conexiune liniara pe (Ec, pg,|.,.|r) ce actioneaza asupra sectiunilor din
[(E') si T'(E") astfel:

Veses =T Jge, + T Bev ; Ve.e5= F;ée7 + FZEe‘Y ; (2.3.15)
Veses =T jge, + I‘aﬁeﬁ ; Vesep = Fggew + F;’Be;,

Conexiunea V satisface conditia 4) din definitia anterioara, deci I‘” =17 45"
F(zﬁ = FYB, etc.

Formele de conexiune 67 extinse pe E¢ se numesc de tip (1,0) daca
65(s) = 0 pentru orice s € I'(E”), mai exact au loc identitdtile V. ez =
VE& €g = 0.

Vom presupune ca V este o conexiune complexa [I-P] in raport cu Jg,
adici (V,Jg)(v) = Jg(V,o). In acest caz, V pistreaza distributiile T'(E’) si
T(E").

Consideram in continuare pe (E, pg,[.,.]g) un produs scalar hermitian
g:T(E)xI'(F) — C, ceea ce inseamna ca pe langa liniaritatea in primul ter-
men, acesta satisface egalitatea g(u,v) = g(v,u). Conexiunea V se numeste
metrica in raport cu g daca Vg = 0, unde

(Vsg)(u,v) = p(s)(g(u,v)) — g(Vsu,v) — g(u, Vsv), Vs,u,v € I'(E).
(2.3.16)
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La fel ca in cazul fibratelor hermitiene, exista si in acest caz o unica
conexiune liniara metrica in raport cu g, de tip (1,0), avand componentele

g
5 5 B
O3(ea) = g7 p’;aT]: (2.3.17)

Torsiunea unei conexiuni liniare complexe V pe algebroidul olomorf E
este definita ca de obicei prin T'(u,v) = V,v — V,u — [u, v]p. Extensia sa la
sectiunile din I'(E¢) are componentele locale T, e, = T'(eq,€s), etc. date

de
Tos=Tas = Tsa = Cis
YT 17 Y
Y17 _ Y
T =T} —-Cl

si conjugatele acestora.

Tot in maniera clasica, curbura conexiunii liniare complexe V este R(u,v)s =
VuVys =V, Vs =V 4,8, unde u, v, s € I'(E). Pe fibratul complexificat E¢,
componentele sale locale sunt R(eq, e5)e, =: R, se5, R(ea,ep)ey =2 R, ge;,
etc., unde

Rl =TLTL, ~To T, - Cors, + i — g i,
R),=TgT) —~TIT —CoTo + pgi)F—ﬁ — 882%, (2.3.19)
vaa,@ - Fﬁgwroif o Fofvrga o CJBFU&W - CO?BF% + p’; a@zﬁ;} P % aal;%’
R“‘fcvﬁ - Fgarfa - F%Fga - CSBFEW - Cfﬁrgﬁ + p’; 8@2% B ,0% aaz%y’

: 5§ _pé
precum si Rw;a[} = R4, etc.

Conexiunea liniara complexa V se descompune in
V — vl + v/l7

(conform cu [MG1]), unde V' : QP4(E¢) — QPF(EC) i V" : QP4(Ee) —
QP41 (E¢). Descompunerea curburii este

R=V' oV +VoV'+V"oV +V"o V",
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astfel incat formele de conexiune si de curbura pot fi scrise sub forma
f = 91,0 + 90,1 R = R?,O + Rl,l 4 RO,2

Pentru o sectiune u € I'(E¢) si o functie f € H (M), identitatea (2.3.14)
conduce la

V'(fu) = p(w)dpf + fV'u, V"(fu) = p(w)Opf + fV"u,

astfel incat, daca forma de conexiune ¢ este de tip (1,0), adica 6% = 0,
atunci V este de tip (1,0) si V" = 0. Afirmatia reciproca este de asemenea
adevarata.

2.4 Lifturi verticale si complete

Fie f o functie olomorfa pe M. Liftul sau vertical f pe E este definit prin
fi(e) = f(m(e)), e € E. Liftul vertical al unei sectiuni olomorfe Z € I';,(E),
Z = Z%,, este un camp vectorial pe E dat de

0

Z%(z,u) = Zo‘(z)%.

(2.4.20)

In particular, ef, = a%‘
Lema 2.4.1. Daca Z, W sunt sectiuni olomorfe ale algebroidului E si f este

o functie olomorfa pe M, atunci
(Z4+W)' =2"+W", (f2) = frz°, Z'fY =0.
Liftul complet al unei functii olomorfe f pe M este functia olomorfa f¢
definita pe F prin f¢(e) = 0¥ f(e) = pg(e)f. Exprimarea sa locala este

9
fe(e) = ua/)ﬁa—i-

Lema 2.4.2. Daca Z este o sectiune olomorfa a algebroidului E si f, g sunt

functii olomorfe definite pe M, atunci

(f+o)=r+g" (o) = 9"+ 277 =(s(2)f)".

Liftul complet Z¢ al unei sectiuni olomorfe Z € I'yy,(E) este un camp
vectorial pe E definit prin

(2.4.21)

. 0r O 0z~ N 0
Z(z,u) = Z p’;% + (pg 9k Z”C,m)) UB%. (2.4.22)

In particular, e = pk 2 — Clu’ 3%
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Lema 2.4.3. Daca Z este o sectiune olomorfa a algebroidulur E si f este o
functie olomorfa pe M, atunci

z°f = (pe(2) ), Z°f" = (pe(2)f)".
Lema 2.4.4. Daca Z si W sunt sectiuni olomorfe pe E, atunci

(25 W =12, Wlg,  [Z5W ] =[2,Wg,  [2°W]=0

2.5 Semispray-uri si spray-uri ale fibratelor
olomorfe ancorate

Urmarind constructia din cazul real (descrisa, spre exemplu, in [AM1, AM2)),
notiunea de semispray poate fi introdusa de asemenea in cazul unui fibrat
vectorial olomorf ancorat (E, 7, M). Fie pg aplicatia ancora, m,, aplicatia
tangenta a proiectiei 7 si 7 : T"FE — E, fibratul tangent olomorf al fibratului
E.

Definitia 2.5.1. O sectiune olomorfa S : F — T'E se numeste semispray
daca satisface identitatile:

]_) TEOS:IdE,
2) m.0S = pg.

Fiec: I — M, I C R o curba complexa pe varietatea baza M sic: I — E
o curba complexa pe fibratul F, astfel incat 7 o ¢ = ¢. Notam cu ¢ campul
vectorial tangent la curba ¢.

Definitia 2.5.2. Campul vectorial ¢ se numeste admisibil daca

7.(&) = p(d). (2.5.23)

~ .~ Zk e
Local, avem c(t) = (2*(t)), ¢ = (2F(t),u*(t)) si ¢ = dd_ta%k + %%, cu

t € 1. Atunci, curba ¢ este admisibild daci si numai daca

dd—f(t) = pE(z(t))u(t), Vt € I.

«

Daca descompunem sectiunea olomorfa S ca S = Z k(%k +U a%, atunci,
folosind definitia, rezulta ca S este un semispray daca si numai daca

Z5(z,u) = p¥ (2)u”. (2.5.24)
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Coeficientii U%(z,u) sunt nedeterminati, de aceea, pentru facilitarea cal-

culelor, consideram U® = —2G“ si obtinem
0 0
k: o
S = pru® a5 2G“(z, u)aua. (2.5.25)

Regulile de schimbare pentru coeficientii semispray-ului S se obtin uti-
lizand matricea (2.2.6):

~,  0zF
gk = 22 2.5.26
ozh ( )
i respectiv
WP ok
G = MJG* — 5o P (2.5.27)
Propozitia 2.5.1. Un camp vectorial S = pFu "‘— — QGO‘ -~ € I'(T'E)

este un semispray daca si numai daca coeﬁczen;ﬁm Ga vemﬁca requlile de
transformare (2.5.27).

O curba ¢ : t — (2'(t),u*(t)) pe E este o curbd integrald a semispray-ului
S daca satisface sistemul de ecuatii diferentiale
dz' & du®

= @ — +2G* = 2.5.2
- po(t)u®, o +2G%(z,u) = 0. (2.5.28)

Propozitia 2.5.2. Un camp vectorial pe E este un semispray daca $i numas
daca toate curbele sale integrale sunt admisibile.

In continuare, daci hy : E — E este omotetia complexa descrisa de
hy:er— Xe,cu X € C, e € F, atunci un semispray S pe E se numeste spray

daca
S ©) h)\ = )\h/\,* ©) S, (2529)

adica daca functiile G sunt complex omogene de grad 2 in variabila w.

Dorim in continuare sa studiem posibilitatea obtinerii unui spray din
problema variationala. Primul pas in acest sens il reprezinta exprimarea
ecuatiilor Euler-Lagrange pe algebroidul Lie olomorf E. Deoarece

d_dt o o de o a0
dt — dt 9zF  dt 9zF  dt Qu~  dt due’
din sistemul (2.5.28) rezulta

d (0L o O*L Poa O°L N o
dt (W) Pt 5 ke TP Grgys — 20 9as — 26 g (25.30)
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Propunem ca ecuatiile Euler-Lagrange ale algebroidului £ sunt

dt (W) = Phgar T g +Qﬁa = T Qg (2.5.31)

unde pg = 0 deoarece E este olomorf, iar Qf si Qg‘ trebuie determinati.

Teorema 2.5.1. Pe un algebroid Lie olomorf E inzestrat cu un Lagrangian
requlat L(z,u) st un tensor metric hermitian gss cu det(gag) # 0, un spray
complex canonic este dat de

1 ([ 5, 0°L 1 oM
a Ba 5
G = 3 (g R + §W 8zk ) pvzﬂ (2.5.32)

Observatia 2.5.1. Daca Lagrangianul este complex omogen pe E, atunci
spray-ul este complexr omogen de grad 2 in u.



Capitolul 3

Conexiuni pe algebroizi Lie
olomorfi

Capitolul de fata prezinta notiuni specifice geometriei algebroizilor olomorfi.
Ca orice fibrat vectorial olomorf, spatiul total al unui algebroid olomorf este o
varietate complexa. In acest capitol, prezentam studiul geometriei spatiului
total al unui algebroid olomorf, urmand modelul geometriei Lagrange.

Pentru studiul varietatii complexe F/, am considerat doua abordari. Prima
este reprezentata de fibratul tangent olomorf 7" E al algebroidului, pe care la
randul sau introducem o structura naturala de algebroid Lie. Geometria fi-
bratului tangent olomorf 7" E este ”liniarizata” folosind o conexiune neliniara
pentru care, in raport cu bazele adaptate, studiem de asemenea o conexiune
liniara complexa distinsa.

Cea de-a doua abordare o reprezinta prelungirea olomorfa 7'E a unui al-
gebroid Lie olomorf. Folosind un lift complet, introducem tensorul Liouville si
o structura aproape tangenta, pentru a defini un alt tip de conexiune neliniara
pentru prelungirea 7'FE. Teorema 3.2.1 prezinta procedura de obtinere a unei
conexiuni neliniare pe 7'E dat fiind un spray pe 7'E. Impreuns cu Teorema
2.5.1, putem afirma ca am rezolvat problema determinarii reperelor adap-
tate, deci a "liniarizarii” geometriei unui algebroid olomorf inzestrat cu un
Lagrangian regulat L.

In ultima sectiune a capitolului, studiem posibilitatea inducerii unor struc-
turi Lagrange in cazul algebroizilor olomorfi, pornind de la structuri Lagrange
pe fibratul tangent olomorf al varietatii baza, 7'M . Analizam trei cazuri par-
ticulare, in functie de rangul aplicatiei ancora gi de dimensiunile varietatii M
si a fibrei F.

25
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3.1 Geometria spatiului total al
algebroidului £

In aceasti sectiune descriem doua abordari ale fibratului tangent al unui al-
gebroid Lie olomorf E. Prima dintre acestea este studiul clasic al fibratului
tangent al lui F, iar cea de-a doua este reprezentata de prelungirea alge-
broidului E.

3.1.1 Fibratul tangent al unui algebroid Lie olomorf

Reamintim [MG1] ca un spatiu Lagrange complex este o pereche (M, L),
unde L : T"M — R este un Lagrangian regulat, definit pe fibratul tangent
olomorf al unei variatati complexe. Obiectele geometrice care actioneaza pe
un astfel de spatiu Lagrange complex sunt sectiuni ale fibratului tangent
complexificat Te(T"M) =T (T"M) & T"(T'M).

Fibratul tangent olomorf 7'M al varietatii complexe M este la randul
sdu o varietate complexa, cu schimbarile de coordonate locale de la (2", n")
la (2%, n'%) date de

1k
1k 0z

1k 1k h
= = ) 3.1.1
2 =2"(2), n 51" (3.1.1)

Reperul natural {%, a%k} intr-un punct al spatiului T(/zvn) (T"M) se schimba

de la (2", 7") 1a (2", n’*) dupa regulile

o 0% 0 02 0
= . J 1.2
Ozh Ozh 9k + 9200 on'k’ (3.1.2)

0 02" 9

anh Ozh 3n/k'

Consideram FE gi T"M ca varietati si demonstram ca ancora p duce coor-
donatele locale (¥, u®) de pe E, cu schimbarile (2.2.5), in coordonatele locale
(2%,m*) de pe T"M, cu schimbarile (3.1.1). Mai mult, vom considera aceleasi
harti locale pe M pentru E si 7'M, adica vom avea aceleasi schimbari de
coordonate 2¥(2) = 2’%(z).

Ca aplicatie Intre varietiti, ancora olomorfa p duce (z*,u®) de pe E in
(2%, %) de pe T"M, unde coordonatele directionale sunt date de

n" =upk(2). (3.1.3)
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(3.1.3) defineste un sistem de coordonate pe 7M. O schimbare de harti

locale implica transformarea (2%, a) in (2%, n*), unde 2"* = Z¥(2) = 2/*(2)
si
9zF oz 92"
1k _ ~a~k o a, B h - h _ . h
no=u pa(z) _M,Bu W;pfyazh - 'Yp'yazh =7 9zh’

adica regulile de schimbare (3.1.1) sunt indeplinite, deci avem:

a Z/k

ozh”

Z/k — Z/k(z), 77//Tc — uypz

Aceste legi de transformare au urmatoarea matrice Jacobi:

Z/k
aazj 0
(3.1.4)

0 h9z'F vy h 9z'%
027 (p’Y@zh)u pﬁ(‘)zh

Notam in continuare cu p, : TcE' — Tc(T' M) aplicatia tangenta a ancorei
pe T(E) = T(T'"M) sicu J3,, : Te(T"M ) — Te(T' M), structura complexa
naturala pe Te(T'M).

O structura complexa Jj, pe fibratul tangent complexificat TcE este un
endomorfism Jj, : TcEF — T E dat de

. [ 0 .0 . [ 0 .0
L[ 0 .0 .90\ .0
T (aT> =g TE (aT) = o
Structura complexs J3 satisface identitatile J5* = — Idp.g st Jjp0p0 =

P« 0 Jp.

Descompunerea TcE = T'E @ T"E a fibratului tangent se datoreaza
structurii complexe Jj,, fibratele tangente olomorf si antiolomorf ale lui E
corespunzand valorilor proprii £: ale lui Jj.

Am aritat ca ancora olomorfa p duce coordonatele (2*,u®) dintr-o harta
locald a varietatii E in coordonatele (2%, n* = u®pk(2)) intr-o harta locala pe
p(E) C T"M. Matricea Jacobi a morfismului p este

550

8P§ « h
ozh u pa
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0 9 9 0
Ozk > 87]’“ ozk 8ﬁk
aplicatiei tangente p, este descrisa local pe p(E) prin

o\ o 0 LOpt 0
P (@) A onh’ (3-1.6)

0N n O
P\ Bue ) = oue _po‘ﬁnh

si conjugatele acestora. Baza duala a reperului natural {%, a%k} indusa de

Reperul natural pe T (7" M) este atunci { }, iar actiunea

P« Pe p(E) este

d* 2% = d2*, (3.1.7)
. o 0% o
d*n® =u @dzh—i-pl;du .

Pentru o schimbare de coordonate pe T¢(T"M), legile de transformare pe
Tc E sunt, datorita matricei Jacobi (3.1.4),

o 9% 0 0 [ ,02*\ 0
021 02 0% 9w (p”’ 8zh) " o'+’ (3:.1.8)
o 0% 0

auf ~ P8 on'k

si conjugatele.

3.1.2 Structura de algebroid Lie a fibratului 7'F

Vom demonstra ca fibratul tangent olomorf 7"E are o structura de algebroid
Lie peste varietatea baza M. Fie p' : T"M — M proiectia fibratului tangent
olomorf al varietatii M si p, : T"(T"M) — T'M, aplicatia sa tangenta, ce

actioneaza intr-un punct (z,7n) prin Z’“% + V’“% N Zka;zk. Atunci,
diagrama
T'E % T(T'M)
TE i i Pl
E 5 TM
L Ly
Moy

sugereaza definirea aplicatiei Y : T"E — T"M prin T = p’, o p,, cu scopul de
a introduce o structura de algebroid Lie olomorf pe T"E. Deoarece T'M si
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T'E sunt fibrate olomorfe, din definitia aplicatiei T rezulta ca aceasta este
un morfism de fibrate vectoriale.

Local, avem Z = ZF. 2 4 Vo 2o By 70 = Z8 2 4 Ve ll Actiunea
(3.1.6) si definitia lui p/, conduc la T(Z) = Z*3%.

Deoarece T'E este un fibrat vectorial peste M, considerand paranteza Lie

a doua sectiuni, [Z, W]pg st f: M — C (deci BELJ; = 0), obtinem

(Z, fWr = [1Z.Wlre + Y(Z) [ W. (3.1.9)

Teorema 3.1.1. Fibratul tangent olomorf T'E are o structura de algebroid
Lie peste varietatea complexa M, cu aplicatia ancora Y.

Folosind definitia aplicatiei T, obtinem ca aceasta este un omomorfism
intre algebrele Lie complexe (I'(T'E), [+, ]rg) st (C(T"M),[-,-]), mai exact
are loc identitatea

Y([Z, W) = [Y(Z), Y(W)], VZ,W €T (T'E).

3.1.3 Conexiuni neliniare pe T'F

Dupa cum am reamintit mai sus, regulile de schimbare ale reperului natural
pe Tc E sunt complicate. In geometria Finsler, solutia acestei probleme este
metoda conexiunii neliniare [A-P, MG1]. Sa consideram aplicatia tangenta
T, a proiectiei w : £ — M. Atunci, fibratul tangent olomorf vertical al lui
E poate fi definit prin VE = kerm,. Un reper local pe V E este {&Lia}a:m,
iar daca (1" M) este fibratul imagine inversa al fibratului tangent olomorf
al varietatii M, atunci obtinem urmatoarea secventa fundamentala exacta

(conform [MG1)):
0= VE 5 T'E & 78(T'M) — 0. (3.1.10)

Ca de obicei, o scindare C' : T"E — V' E a acestei secvente se numeste
conexiune neliniara complexd sau conexiune Ehresmann (dupa T. Aikou,
[AT4]) pe E. Aceasta determina descompunerea

T'E =VE®HE (3.1.11)

a fibratului tangent olomorf al algebroidului olomorf £, unde H E este distributia
orizontald, izomorfa cu fibratul imagine inversa 7*(T"M).
Descompunerea fibratului tangent complexificat T E este obtinuta prin
conjugare:
TcE=HE®VE®HE®VE.
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Liftul orizontal I" : 7*(T"M) — HE determinat de conexiunea neliniara

este definit prin
0 o 0 0
M —)=—=-—"-No— 1.12
: (82’“) o2k Dzk  oue’ (3 )

(conform [MG1]), unde functiile N (z,u) se numesc coeficientii conexiu-

nit neliniare complere pe E. O schimbare de coordonate locale implica

urmatoarele reguli de transformare pentru (szih:

5ot
dzh  Ozh 67k

Folosind si (2.2.10), obtinem regulile de schimbare pentru functiile Ng:

9zk - s OMg
a _ pfo B
Am obtinut campul de repere {6%,“ a%} pe T'E, numit reper adaptat al

conexiunii neliniare complexe.

Propozitia 3.1.1. Parantezele Lie ale reperului adaptat pe T'E sunt:

56 ONe AN\ 9
—, — = — ; 1.14
[(5,2’“’ 6zh}T,E ( dzh 92k ) du®’ (3.1.14)

i) (o o] _,
0zk” OuP T,E_ Ooue’ ouP T,E_ )

Baza duald reperului adaptat este {dz*, du®}, unde
Su® = du® + Npdz". (3.1.15)

Un caz particular este cel in care algebroidul £ este chiar fibratul tangent
olomorf T"M. Fie {6%, 8%,9} reperul adaptat al unei conexiuni neliniare pe
T'T'M, unde

) 0 n O
si fie {dzk, 577’“} baza duala, cu
on® = dn® 4+ Njd2". (3.1.17)

Coeficientii conexiunii neliniare complexe se schimba (conform [MG1]) dupa

regulile: ‘ ‘
;02" _ 0 0% '
hozk T 9zh TR 92h0Rk T

(3.1.18)
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Vom utiliza frecvent in continuare, acolo unde nu exista pericol de con-
fuzii, urmatoarele abrevieri uzuale:

3.1.4 Conexiuni liniare pe T'E
Definitia 3.1.1. O conexiune liniara complexa pe T'E este o aplicatie
D:T(T'E) x T(T'E) - T(T'E), (Z, W) +— DzW,
astfel incat
Dy(fW) = (Y(Z2)f )W+ fD W, VfeH(M), VZ,WeT(T'E). (3.1.19)

Local, o sectiune Z € I'(T'E) se poate descompune in reperul adap-
tat {0k, 0} al unei conexiuni neliniare, pe care am descris-o anterior. O
conexiune liniara complexa distinsa D pe T'E (care conserva distributiile
din (3.1.11)) are urmatorii coeficienti:

Dy 0 = L6, Dy 6;=CJl6i, D503 = Lgi0a, Dy 05 = Cg 00
(3.1.20)
Torsiunea unei conexiuni liniare complexe distinse pe T'E este

T(Z,W)=Ds;W — DwZ — [Z,W]. (3.1.21)
Coeficientjii sai sunt notati cu T'(0y, 0x) = T} 0; + Tho,‘ﬁ.a, etc. si sunt dati de

Thik = Léh - L;fim
1,5 = Ox Ny — O IN},
Thia = _Chiou

Thi = th’

Ta’yﬁ - CO;YB - Oﬂ’ya'

Curbura unei conexiuni liniare complexe distinse pe 7" F este definita prin

R(Z,W) = DzDw — DwDyz — Dizw. (3.1.22)



32 CAPITOLUL 3. Conexiuni pe algebroizi Lie olomorfi

In reperul adaptat, coeficientii curburii sunt:

jkn = Ok Ly, — OnLjy + Ly L, — lekLlih — (OnNg = 0N Cs
Ry = 0L — OhLS+ L LS — LY LS — (N7 — O,N7)CE,
ks = OcClly + CJls Ly, — L;kqﬁ,
whs = OrCyp + Oyl — Ly G,
= (;"’ﬁq7 c! Cw,
=030 —C2

ey U,B

i
375

6%6’

3.2 Prelungirea unui algebroid Lie olomorf

Vom introduce notiunea de prelungire a unui algebroid Lie olomorf E peste o
varietate complexa M, folosind aplicatia tangenta m, : T'F — T'M si ancora
olomorfa p : E — T'M. Definim submultimea 7'E a produsului £ x T'E
prin

TE={(e,v) e EXTE | ple) =m(v)} (3.2.23)
si aplicatia 77 : T'E — E, data prin 77 (e,v) = mg(v), unde ng : T'E — E
este proiectia tangenta. Atunci (7'F, 7wy, F) este un fibrat vectorial olomorf
peste E/, de rang 2m. Mai mult, este usor de verificat ca proiectia pe al doilea
factor, pr : T'"E — T'E, py(e,v) = v, este ancora unui nou algebroid Lie
olomorf peste varietatea complexa E.

Principalele avantaje ale constructiei de mai sus sunt constituite de si-
milaritatile pe care le comporta studiul geometriei fibratului prelungire cu
studiul geometriei fibratului 7"7"M al unei varietati complexe M, fiind o
generalizare a acestuia. In acest studiu, un rol esential este jucat de notiunea
de fibrat vertical. Definim fibratul vertical al prelungirii folosind proiectia pe
primul factor 7 : T'"E — E, 11(e,v) = e, prin

VT'E =kerr, = {(e,v) € T'E | 1(e,v) = 0}.

Din constructia de mai sus, rezulta ca elementele fibratului vertical V7'E
sunt de forma (0,v) € E x T'E, cu m,(v) = 0. Atunci, elementele verticale
(0,v) € VT'E au proprietatea v € ker 7, gi v este un vector vertical pe E.
Coordonatele locale pe T'E sunt (2%, u® v® w®), obtinute din coordo-
natele locale (2%, u®) ale Iui e folosind identitatea p(e) = m.(v), din care
rezulta ca vectorul v are forma
0 o 0

V= ’“v——k

0zF Oua '
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Z,(e) = (eam(e)),p’é%

sectiunilor olomorfe in I'(7'E) este {Z,, V,}, definita prin
82F 7 fu

Daca {eq}15, este baza sectiunilor olomorfe pe E, atunci baza locala a
0
, Vole) =10, —
) =
unde { e } este reperul natural pe T'E.
Daca W este o sectiune olomorfa a fibratului prelungire 7'E, atunci des-
compunerea sa in baza {Z,,V,} este
W =2Z°Z,+V*V,,

unde Z¢ gi V¢ sunt functii olomorfe ce depind de z si u.
Campul vectorial olomorf pr(W) € I'(T"E) poate fi scris ca

+ V¥ (z,u) 0

o 0
pT(W) = pIZzZ (Za u) 9.« :
(2) u [,

dzk

O sectiune Z € I'(E) poate fi liftata la sectiuni ale fibratului prelungire
T'E considerand lifturile sale vertical si complet, ZV si respectiv Z¢, definite
in Capitolul 2. Pe prelungirea olomorfa 7' F, lifturile sunt definite prin

2V(e) = (0,2°(e),  Z%(e) = (Z(x(e)). Z°(e),  e€E.

In coordonate locale, daca Z = Z%,, atunci expresiile lifturilor Z" si Z¢
sunt, respectiv,

oz
V _ ma C _ ra k a B
ZV =7,  2°=7°Z, + (,;ﬁ—azk - ZWC,YB)u Va.

In particular, avem e¥ =V, si ¢§ = Z, — Cfvqug.
Paranteza Lie [, |7 pe T'E satisface identitatile
[ZVvWV]T: 0, [Zvuwc]T: Z, W]ga [ZC>WC]T: Z, W]g

pentru Z, W € I'(E). Structura de algebroid Lie olomorf a fibratului vectorial
(T'E, 71, E) este agsadar data de ([-,]7, p7). Actiunea ancorei pr pe T'FE
este descrisa local de
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Lema 3.2.1. Parantezele Lie ale bazei {Z,,V,} sunt:
[Z0; Z5lT = CJ32,, (24, V5] =0, Va, Vsl = 0.

Analog cazului real [ME1], putem defini un operator diferential d7 pe
T'E. Notand cu {Z% V*} baza duala bazei {Z,,V,}, avem

aTZk = p’;Z"‘, 87u”‘ == Va

i
1
Or 2% = —§c§;zﬁ A Z7, orv* = 0.

3.2.1 Semispray-uri si spray-uri

In cazul fibratului tangent olomorf 7'M, se stie ca un spray determina o
conexiune neliniara, insa acest lucru nu este valabil pentru un fibrat vectorial
arbitrar . Vom rezolva aceasta problema folosind notiunea de prelungire a
unui algebroid.

Un semispray poate fi considerat si pe prelungirea olomorfa 7'E a alge-
broidului Lie olomorf E. Fie L sectiunea Liouville complexa pe T'E, definita
prin

L(e)=(0,e)), eck. (3.2.24)

Expresia in coordonate a sectiunii £ este
L =uV,. (3.2.25)

De asemenea, fie T' structura tangenta (numita si endomorfism vertical)
definita pe 7'FE prin

T(z% =2V, T(Z")=0. (3.2.26)
In coordonate locale, avem T' =V, ® Z¢, de unde rezulta
T(Z4) = Va, T(V,) =0. (3.2.27)

Lema 3.2.2. Daca T este structura tangenta complexa pe T'E si L este
sectiunea Liouville complezxa, atunci

T =0, ImT =kerT =VT'E, £, Ty =-T. (3.2.28)
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Definitia 3.2.1. O sectiune S a algebroidului Lie olomorf 7'E se numeste
semispray complex daca

T(S)=L.
Expresia locala a unui semispray pe prelungirea olomorfa 7' E este
S =uZ, —2G%(z,u)V,.

Daca, in plus, [£,S]r = S, atunci S se numeste spray, iar G* sunt functii
omogene de grad 2.

3.2.2 Conexiuni neliniare pe T'EF

Vom studia in aceasta sectiune metoda conexiunii neliniare, aplicate ante-
rior pe fibratul tangent olomorf T"E, in cazul prelungirii olomorfe 7'E a
algebroidului Lie olomorf E. O conexiune neliniara complexa pe T'E este
data de un subfibrat vectorial complex HT'E al fibratului 7'E astfel incat
acesta din urma se descompune in 7'E = HT'E @ VT'E. Expresiile liftului
orizontal I"* de la T'E la HT'E sunt:

I"(Z4) = Zo — NPVs,  1"(V,) =0,

unde N? = NP(z,u) sunt functii definite pe F, numite coeficientii conexiunii
neliniare pe prelungirea 7'FE.
Notam cu
X, = Z, — NPV, (3.2.29)

pentru a obtine un camp local de repere {X,,, V,, } pe T'E, numit reper adaptat
In raport cu conexiunea neliniara complexa de pe T'E. Atunci, avem

0 0 0
pr(Xa) = PZ@ - N(fw? pr(Va) = ENCh (3.2.30)

Dualul reperului adaptat este {Z¢,§V*}, unde
SV =V*+ NgZ°,
iar {Z*,V*} este baza duala bazei {Z,, V,}.
Propozitia 3.2.1. Parantezele Lie ale reperului adaptat {X,,V,} sunt:
[/'\?a, X,B]T = ngxv + R;’M,
(X Velr = 55 Vo
Ve, Vslr =0,
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unde ON}) ON})
ONY ONY

R’Y — Cs NY k o  k B o € « € 5.

ab aptVe T P gzk  PaTpok P dus +Na ous

Sa consideram acum conexiunea neliniara complexa de pe fibratul tangent
olomorf 7'E data de (3.1.12). Coeficientii sai, NZ(z,u), se schimba dupa
regulile (3.1.13), iar reperul adaptat este 0 0 }, unde

852k dua

J 0 0

= — — Oé_‘

dzk  0zF F oue
Este evident interesanta relatia dintre cele doua conexiuni neliniare de pe
T'E si respectiv T'E. Prima relatie din (3.2.30) ne sugereaza sa consideram
un alt reper adaptat pe T'FE, definit prin

0 0

0o = pF— — NP _— 3.2.31
Pog ok “ouf’ ( )

si sa impunem ca el sa respecte regulile de schimbare
S0 = MPdg (3.2.32)

sau, folosind (3.1.13) si (2.2.10),

PRy = e — O 3.2.33
alVg = gV —paWU . ( L. )

Observam ca aceste reguli de schimbare pot fi obtinute din (3.1.13) con-
tractand cu p¥ si notand
NP = pENT. (3.2.34)

Propozitia 3.2.2. O conexiune neliniara complexa pe fibratul tangent olo-
morf T'E, avand coeficientii N,f, mduce o conexiune neliniara complexa pe
fibratul prelungire olomorf T'E, avind coeficientii N? dati de relatia (3.2.34).
Mai mult, relatiile dintre reperele adaptate de pe T'E si T'E sunt

0
_ k
IOT(Xa> = pa—ézk. (3235)

Acest rezultat arata ca reperul adaptat (3.2.31) poate fi interpretat ca
definind o noua conexiune neliniara complexa pe E. Aceasta conexiune are
o proprietate interesanta, si anume faptul ca poate fi derivata dintr-un spray.
Mai exact, are loc
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Teorema 3.2.1. Daca G* sunt coeficientii unui spray complex pe T'E, definiti
de (2.5.27), atunci functiile

B
ne = 96 + PP (3.2.36)

¢ Qu~

definesc o conexiune neliniard complexa pe T'E, unde

1 oM oM
P = ZWf (p’;87,fu5 - p§u5>. (3.2.37)

3.3 Structuri Lagrange induse pe algebroizi
Lie olomorfi

O intrebare naturala ce apare in studiul geometriei algebroizilor Lie olomorfi
se refera la investigarea legaturii dintre doua conexiuni neliniare pe E si
respectiv pe T"M.
Geometria fibratului tangent olomorf 7" M inzestrat cu o functie Lagrange
complexa L(z,n), unde
0?L

(3.3.38)

definegte o metrica nedegenerata, este binecunoscuta. Perechea (M, L) se
numeste spatiu Lagrange complez [MG1]. Pentru a o deosebi de E, vom nota
in continuare aceasta pereche cu (7'M, L).

O conexiune neliniara remarcabila pe 7'M este

2L
Ni = gii |
k=9 ko

(3.3.39)

numita conexiune neliniara complexa Chern-Lagrange. Daca L este complex
omogen in variabila 7, adici avem L(z, An) = AAL(z,n) pentru orice A € C,
atunci (M, L) se numeste spafiu Finsler compler §i in acest caz particular
(3.3.39) defineste o conexiune neliniara complexa pe 7" M, numita conexiunea
neliniara Chern-Finsler.

I) Cazul m = n = rangp.

In acest caz rezultatul este predictibil. Reamintim ca pe varietatea E
avem drept coordonate intr-o harta locald (2%, u®), in timp ce pe 7'M avem
(2%, n%), unde n* = u®pk(z), dupd cum am ardtat mai sus. Toti indicii
a,f,...,i,7,... iau valorile 1, n.
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Deoarece n = rang p, rezulta ca p este un difeomorfism, avand inversa
p~t = [p?], astfel incat p’;pf =07 i u® = pint.

Daca (T"M, L) este un spatiu Lagrange (Finsler) complex cu functia La-
grange L(z,n), atunci, conform relatiei (3.1.3), aceasta induce pe p(E) o
alta functie Lagrange, L*(z,u) = L(z,n(u)), bine definita datorita relatiilor
(3.1.1), (2.2.5) si (2.2.9). Tensorul metric este

0?L* G

gaB('zvu) = 8ua8115 - p;pjggzj

Deoarece p este difeomorfism, rang g, = n = m, iar L* poate fi considerat
ca functie Lagrange pe F.

Numim perechea (F, L*) structurd Lagrange pe algebroidul Lie E. Notam
ca daci L este omogens, atunci L*(z, Au) = AL*(z,u), caz in care pe E este
indusa o structura Finsler.

In cazul in care m = n = rang p, difeomorfismul p, duce descompunerea
T'"E=VE®HE nT'T'M = VT'M & HT'M pastrand distributiile, iar p;*
are rolul reciproc.

Propozitia 3.3.1. Daca (T'M, L) este un spatiu Lagrange (Finsler) complex
si (3.3.39) este o conexiune neliniarda complexd asociatd, atunci

* _ aQL*
a _ B«
N =9"5 xaw

(3.3.40)

este conexiunea neliniara indusa pe algebroidul Lie E, numita conexiunea
Chern-Lagrange (Chern-Finsler) a algebroidului.

IT) Cazul rangp = m < n.

In acest caz, morfismul p duce E in p(E), care este o subvarietate scu-
fundata a lui 7"M.

Ca in primul caz, vom induce pe E o structura Lagrange bine definita,
indusa de o structura Lagrange (7'M, L).

Fie g;;(2,m) = ag; aLﬁj tensorul metric definit de Lagrangianul regulat L :
T'M — R. Ca in primul caz, consideram functia Lagrange indusa pe p(E)

data de L*(z,u) = L(z,n(u)), cu tensorul metric

0?L* i g
gaB(Z7U) = W = Pal39ij-

Deoarece rang p = m si rang[g,;] = n > m, rezulta ca rang[g,z] = m.
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Fie X, = p];a% € x(M), a = 1, m, campuri vectoriale pe varietatea baza
M. Din rang p = m obtinem ca {X,} sunt liniar independente si pot fi liftate

pe p(E) prin {X* = a,m =pt 8?7 } _, care defineste o subdistributie m-
=1,m

dimensionala Vp(F) a distributiei n-dimensionale V1" M.
Sa fixiim o conexiune neliniard complexd N/ (z,7n) pe T"M, in particular
putem alege conexiunea Chern-Lagrange, si consideram bazele si bazele duale

adaptate. Ciutam o conexiune neliniard N2(z,n(u)) indusa de NJ*(z,7n) ca
imaginea prin p a unei conexiuni neliniare N2 (z,u) pe E.

Notdm cu G = g;;0n" ® 07 structura metrica pe VI'M. Completam
{ X% ozt cu {Ya}o—17i—m, campuri vectoriale normale la Vp(E) in raport
cu G. Mai mult, presupunem ca acesti vectori sunt ortonormali. Scriind
Y, = Y*-2 conditiile de ortogonahtate conduc la ng"pa = 0 paY—j =0,

6 Gk )
iar cele de normalitate dau gzj Y’Y = Oup.
Am obtinut astfel R* = Y} un reper pe VT'M cu matricea R =

2

[pL; Y] de schimbare de la reperul natural {8—} Fie R' = [p2; Y]

matricea sa inversa, astfel incat
PP =08 piYi=0; YY) =0; plpt+YIVei=¢l.  (3341)

Fie N}(z,7n) o conexiune neliniara complexa pe 7'M si N2 (z,u) o conex-
iune neliniard pe F, cu bazele duale adaptate {dz*, ju® = du® + Npdz"} si
respectiv {dz*, dn* = dn* + NFdz"}. Identitatile (3.1.7) sugereazé con-
siderarea bazei duale (5*77 ca reperul de forme §*n* = d*n* + N Fd*2" indus
pe p(E), unde N”C Nk(z n) cu n* = pFu®. Dintre acestea, numai m sunt

*
liniar independente. In continuare, vom identifica N} = NF.

Definitia 3.3.1. Functiile V' sunt coeficientii unei conexiuni neliniare nu-
mite conexiune indusi pe F de cétre conexiunea NJ* de pe T"M daci

Su® = pon”. (3.3.42)

Propozitia 3.3.2. Daca Nj¥(z,u) este conexiunea neliniard indusda pe E de
coneziunea neliniard NF(z,n) pe T'M, atunci

i) dof = dek; 8t = phout £ YRYEHIdZ, unde H] = N} + u®2%.

i) & — & ayhpi 0 . 9 _ k 0
11) dzk T 62k +Y Y Hh@nj’ u® —paank'
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Sa consideram acum pe 7'M conexiunea Chern-Lagrange, N} = gﬁ%,
B
iar pe p(F) consideram o conexiune neliniara de tip Chern-Lagrange,
_ 82 L*
Ny =g¢"———. 3.3.43
N R ( )

Propozitia 3.3.3. Conezxiunea neliniara indusa pe E de conexiunea Chern-
Lagrange data de (3.3.39) pe T'"M coincide cu (3.3.43).

IIT) Cazul rangp = n < m.

In acest caz, p este o submersie si p(E) poate fi identificata cu 7M. Nu
putem obtine aici o structura Lagrange complexa pe F indusa de una de pe
T'M, dar invers, o structura Lagrange pe T'M indusa de una definita pe E
poate fi obtinuta impunand anumite conditii suplimentare.

Fie L(z,u) o functie Lagrange pe E cu tensorul metric g,5(z,u) = af;ﬁ’
avand det[g,3] # 0, astfel incat rang[g,z] = m. Fie ¢”* inversul tensorului
metric, adica gﬁo‘gvg =05,

Pe T' M avem reperul indus (3.1.6) si dualul acestuia, (3.1.7). Lagrangianul
L(z,u) nu poate fi transformat oricum de p in L*(z,n* = pfu®). De exem-
plu, fie z € M un punct fix §i u; # us doua sectiuni ale fibrei F,; se poate
sa avem p(uy) = p(ug) si L(z,u1) # L(z,us). Atunci L*(z,n) ia doua valori
diferite, agsadar nu este bine definit. Presupunerea ca L este constant pe fibre
nu convine, datorita tensorului g,z. O alta posibilitate ar fi sa consideram

restrictia lui L la un subfibrat E. al lui £ pentru care p este injectiva. In
aceasta situatie, obtinem cazul I) pentru algebroidul Lie (E., p). Problema
conexiunii neliniare induse pe 7'M este asadar mult mai complicata in acest
ultim caz.



Capitolul 4

Structuri Finsler pe algebroizi
Lie olomorfi

Structurile Finsler complexe pe fibrate vectoriale olomorfe au fost introduse
si studiate in principal de T. Aikou [AT2, AT3, AT4]. In acest capitol, in-
troducem structuri Finsler, conexiuni partiale si Chern-Finsler in cazul unui
algebroid Lie olomorf. Cadrul geometric al studiului il reprezinta fibratul
tangent complexificat al algebroidului si prelungirea complexificata a aces-
tuia.

4.1 Fibratul prelungire complexificat al unui
algebroid Lie olomorf

Algebroidul Lie olomorf E are o structura de fibrat vectorial olomorf in ra-
port cu structura complexa Jg. Fie E¢ fibratul complexificat al lui E si
TceE =T E®T"E, fibratul tangent complexificat. Definim in continuare pre-
lungirea complexificata TcE a algebroidului E astfel. Extindem liniar peste
C aplicatia tangenta n’ : T"E — T'M si ancora p : E— T'"M pentru a obtine
Twc - TecE — TeM sirespectiv pc : Eg — TeM. Daca g : TcEl — Ec este
extinderea proiectiei tangente la spatiile complexificate, atunci putem defini
submultimea 7¢F a produsului E¢ x T E prin

TcE ={(e,v) € Ec X TcE | pc(e) = muc(v)}

si aplicatia my ¢ : TcE — Eg¢ prin mrc(e,v) = mpc(v). Astfel, am obtinut
un fibrat vectorial complex (TcE, w7 ¢, Ec) peste Ec. Mai mult, proiectia pe

41
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al doilea factor,
pT.c: %E — T(CE7 pT,C(eu U) =,

este ancora unui algebroid Lie complex peste E¢, numit prelungirea complexi-
ficatd alui E. Aceasta coincide cu complexificarea prelungirii 7' E (privita ca
varietate complexa), adica TcE = T'EQT"E,unde T"E = T'E = E"xT"E,
cu restrictiile necesare, p/(e) = 7. (v) gi conjugata acesteia.

Reamintim ca fibratul vertical al prelungirii olomorfe este definit folosind
proiectia pe primul factor, 7 : T'"E — E, 11(e,v) = e, prin VT'E = kerm =
{(e,v) € T'E | i(e,v) = 0}. Elementele verticale (0,v) € VT'E au pro-
prietatea v € ker .. Prin conjugare, obtinem V7T”FE si subfibratul vertical
complexificat al prelungirii TcF este VIcE =VT'EQVT"E.

Coordonatele locale pe TcE sunt (2%, u®, v w®, 28, 4%, v*, w*). Reamin-
tim ca baza locala a sectiunilor olomorfe in I'(7'E) este {Z,, V,}, definita

prin
0 0
Za = e s h— ) e = 07 a o )
()= (eatti | ). vatw) = (0.5 )
unde {%, a%} este reperul natural pe T'E. Ca urmare, o baza locala a

sectiunilor in ['(TcE) este { 2., Vs, Z5, Va}, unde Z5, V5 sunt obtinute prin

conjugare, adica
0
a — 07T .
e vt = (050 )

La o schimbare de harti locale pe E, regulile pentru coordonatele pe
prelungirea complexificata TcE sunt:

Za(u) = (ealr). b

7 =7"(2),
u® = Mg‘uﬁ,
¢ = ME‘UB,

_ oM

w* = Mﬁo‘wﬁ + pZUBW;u7
si conjugatele acestora. Folosind acestea, obtinem regulile de schimbare ale
bazei locale a sectiunilor {2, Va, 25, Va} din I'(TcE):
oMY
0zh

Z5=W§ (Za —ph

Vs = W5V,

W;um) , (4.1.1)
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impreuna cu conjugatele.
Actiunea aplicatiei ancora p7 pe TcE este descrisa local prin:

pr(24) = pE0k =1 0ny,  p7(Va) = Oa, (4.1.2)
p1(Za) = pi0; =: Oa, p7(Va) = 0Oa
unde 0f := a%k’ O = a%.
Propozitia 4.1.1. Parantezele Lie ale bazei {2, Va, Za, Va} sunt
[Zaa Zﬁ]T = 6075277 [Zou V,B]'T =0, [Vom Vﬁ]T =Y,
[Zaa Z_]T = Oa [Zon VB]'T = 07 [Vom VB]T =0

si conjugatele acestora, de exemplu [Z5, Z5l1 = [Za, Zs)7T = C(QBZA—,, etc.

4.1.1 Conexiuni neliniare pe TcE

Reamintim ca daca pe T"E este data o conexiune neliniara avand coeficientii
N,f, iar {0, 0.} este reperul adaptat pe T'E, cu 0 = Op — N,f@g, notand
00 = pEO, 51 NP = pENY. atunci acestia din urmi sunt coeficientii unei
conexiuni neliniare pe prelungirea 7' E.

Cu notatia
Xo = 20 — NPV,

obtinem un alt reper local, {X,,V,} pe T'E, numit reper adaptat in raport
cu conexiunea neliniara complexa indusa pe 7'E. Avem

pr(22) = 0as  pr(Va) = Oa,

deci
p1(Xa) = da-
La o schimbare de harti locale pe F, regulile de schimbare ale reperului
adaptat {X,, V,} sunt

X, = W5x,, (4.1.3)
Vo = WV

Evident, pe fibratul prelungire complexificat, o conexiune neliniara com-
plexa determina descompunerea

TeE = HTeE ® VT:E @ HTE @ VIE, (4.1.4)

cu reperul adaptat {X,, V,, Xz, Va} pe TcE in raport cu conexiunea neliniara
complexa.
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Propozitia 4.1.2. Parantezele Lie ale reperului adaptat {X,, Vs, Xs, Vat

sunt
[Xo, Xsl7 = C sy + R Vs, _
[XOUX ]T (55N’Y> (5O£Ng)v’77
[Xa, Vsl = (0sN))V,
(X Vil = (05N)V,
[Von Vﬂ]T = Oa
[Vom Vﬁ]T - 07

unde

R = C5NI — 6aNJ + 5N

4.2 Structuri Finsler complexe pe un alge-
broid Lie

Introducem structura Finsler ca o functie definita pe fibratul algebroid F,
din dorinta de a obtine proprietati similare cazului fibratului tangent olomorf

"M ([AT1, MG1]). Notam cu FE subvarietatea deschisa a sectiunilor nenule
ale algebroidului E.

Definitia 4.2.1. O structura Finsler ' pe E este o functie cu valori reale
F . EF — R care satisface urmatoarele proprietati:

1) F este de clasd C™ pe E;
2) F(z,u) > 0si F(z,u) =0 daca si numai daca u = 0;
3) F(z,\u) = |\*F(z,u) pentru orice A € C.

Vom spune ca o structura Finsler £’ este pseudoconvera daca matricea
hermitiana definita in cazul nostru prin

hep = 0u0zF (4.2.5)
este pozitiv definita. In continuare, vom presupune ca I’ este pseudoconvexa.

Definitia 4.2.2. Perechea (E, F') se numeste algebroid Finsler Lie complex.
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Tensorul h,z defineste o metrica hermitiana G pe subfibratul vertical

VTcE prin G(Z,W) = h,zZ°W?, unde h,5 = G(a, J3).

Propozitia 4.2.1. Functia Finsler F' pe algebroidul E satisface relatiile:
i) (D F)u* =F , (9sF)u® = F;

ii) hogu® = 0gF , hogu® = 0,F , F = hozu®a’;

iii) (0yhag)u? =0, (yheg)u® =0, (Oshaz)d” = 0;

iV) Dasu® =0, (03ha5)T” = hay , unde hog = 0a05F .

4.2.1 Conexiunea Chern-Finsler a unui algebroid

Cea mai cunoscuta si utilizata conexiune in geometria Finsler este conexiunea
Chern-Finsler. In aceasti sectiune, vom introduce o astfel de conexiune pe
algebroidul Finsler Lie E.

In cazul unui fibrat vectorial complex, notiunea de conexiune liniara com-
plexa normala nu are sens, din cauza faptului ca regulile de schimbare ale
coeficientilor unei conexiuni liniare distinse nu coincid in perechi, cum se
intAmpld in cazul fibratului 7"M [MG1]. Insi conexiunea clasici Chern-
Finsler este o conexiune liniara complexa normala; din acest motiv, vom
induce o conexiune liniara Chern-Finsler pe prelungirea complexificata TcE
pornind de la o conexiune verticala pe E.

Ca in cazul fibratelor Finsler complexe [AT2, AT3, AT4, MG1], con-
sideram functiile /V, ,f (z,u) ce definesc pe F o conexiune neliniara complexa,

NP = n?%9,05F. (4.2.6)
Apoi, folosind (3.2.34) si (4.1.2), obtinem
N2 = ho8 ok 9,0, F = h®P0,05F, (4.2.7)
coeficientii unei conexiuni neliniare pe TcFE.
Propozitia 4.2.2. Functiile N°(z,u) definite de (4.2.7) determind o cone-

ziune neliniara pe TcE, numita coneziunea neliniara Chern-Finsler a pre-
lungirit algebroidului Lie E.
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Consideram acum o conexiune liniara partiala pe subfibratul vertical al
lui B, D : TcExXVIcE — VIcFE, care pastreaza distributiile VI E si VIcE
si comuta cu conjugarea. Coeficientii sai locali sunt:

D(;ka = L;ka;, Dy, 00 = C, 55% (4.2.8)

si conjugatele lor. Regulile de schimbare ale coeficientilor sunt:

- {aavzvfj N WQL;h] |
v = MIWIWIC, (4.2.9)
LI = gTMTWCfL;h,
Ty = MIWSWICT.
Ca 1n cazul unui fibrat vectorial complex, putem considera
L) =h"0khes, C g = h‘”@ghw (4.2.10)

si Lgk = Cojk = 0, impreuna cu conjugatele acestora. Este ugor de verificat
ca aceste functii satisfac regulile de schimbare (4.2.9).

Propozitia 4.2.3. Are loc identitatea:
L], = 0,N}. (4.2.11)

Vom introduce acum o N-conexiune liniara complexa pe prelungirea com-
plexificata a lui F, mai exact D : TcE X TcE — TcFE, prin

Dx,Vo = L3V, Dy,Va = ClLVy, (4.2.12)

Deoarece D este o conexiune normala, trebuie sa pastreze distributiile, adica
avem si

Dy, Xo = L)X, Dy, X,=CLX

B
Dx, Xz = L1y, Dy, Xa= 0&5 ;

B
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Propozitia 4.2.4. Regulile de schimbare ale coeficientilor conexiunii D pe
prelungirea complezificata sunt:

Lrs = MIWZ[ph(0W]) + WIL,],

Oy = MIWSWIC,, (4.2.13)
T FUro0 T A
L@ﬂ - M,V WB W&LG:YU,

~T o0 A
as = M5 W W&Ce’l'
Lema 4.2.1. Functiile L, date de

k
LJB = pﬁLJk (4.2.14)
sunt coeficientii unei conexiuni liniare complexe normale pe TcE.

Impunem ca D sa fie de tip (1,0), adica L;’B = Cgﬁ = 0, si consideram
functiile L), date de (4.2.10). Folosind (4.2.14), obtinem urmatorul rezultat
important.

Teorema 4.2.1. Functiile L(;yﬁ date de
L2y = phL2 = h76shes,  Cly = 7 0shas (4.2.15)

sunt coeficientii unei conexiuni liniare de tip (1,0) pe TcE, numita cone-
ziunea Chern-Finsler a algebroidului EE. Fa este indusa de conexiunea verti-
cala definita de (4.2.10).

In concluzie, conexiunea Chern-Finsler a algebroidului Finsler Lie F este
data de

NE = h7P0,05F, Lly=h""shas, CJs=h""0shes (4.2.16)
si Lgﬁ = C’gﬁ = 0. De asemenea, remarcam ca
si, datorita relatiilor (4.2.14) si (4.2.11), avem si
L]y = 0oNj. (4.2.18)

Mai mult, daca notam h = det(h,z), atunci un calcul similar celui din cazul
varietatilor Finsler complexe [Z-Z1] ne conduce la identitatile

L, =6a(Inh), CJ, =0a(Inh). (4.2.19)
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Propozitia 4.2.5. Reperul adaptat corespunzator conexiunii Chern-Finsler
(4.2.7) satisface identitatea

pr ([, X)) = 0. (4.2.20)

Folsind definittia uzuala a torsiunii si relatiile (4.2.18) si (4.2.17), obtinem
urmatoarele componente ale torsiunii conexiunii Chern-Finsler pe T E:

T(Xa, X5) = (Lg, — Las — Cas) Xy — RV,
T (X, X3) = (55]\77)1/ + (0 NT)Vs,
T(Xa,Vs) = —CLX.

T (X, V3) = —(95N] )v

T(vaﬂ) 0,

T(Va: V) =

R(Xo, X)Xy = [0a L]y — 5L, + L L7, — LI, LTy — CJLT, — RICT X,
R(Xa, X5)X, = [ = 65L], — RIC,] -

R(Xa, X)Xy = [0aL]s — RS C g

R(Xa, Xg)Vy = [0al]y 55LT +LWL — Lo Ll; — CHLT, — ROV,
R(XQ,X)W:[—%LT —RCHL1Vr,

R(Xa, X3)Vy = [daLs — R@ﬂcw} 122

R(Xa, V3)Vy = [6.C 5 — 0L, + CHL], — LI,Cls — LG.CT ]V,

R(Xes Va)Vy = [ = 5L, — (95NZ)C,] Vs,

R(Xs, Vs)Vy = (6:C5)Vr,

RV, Vs) Xy = [0.C5 — 05C7, + C5CT — CLCT] X,

R(Vas V3) Xy = <—0‘—%>XT,

R(Va, Va) Xy = (0aC5) Ar,

R(Va: Va)Vy = [0aC 5 — 05C7, + C5,C, — Co.CI] Vr,

R(Va, Va)Vy = (=050.,))Vr,

R(Vs, Vs)Vy = (02CJ5)V

Studiem acum dualul reperului adaptat {X,, V,} pe T'E. Notam reperul
dual prin {Z%, 6V}, unde {2, V*} este dualul lui {Z,,V,} si 0V* = V* +
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N g‘Zﬁ . Deoarece reperul dual {2, V*} se schimba dupa regulile
z° = Mgz2°,
~ oM
a ayyB k 2 B
Ve = MBV —i—prgWMZ s
obtinem .
SV = MgV’

Diferentiala unei functii f pe prelungirea complexificata 7¢c E se exprima
local prin

df = (6af)Z* + (Gaf)OV* + (6af) 2% + (Oaf)OVC.

In raport cu descompunerea (4.1.4) a prelungirii, diferentiala se poate scrie
ca

df =0"f +0'f+0"f +0'f,

unde
of of . of
he a kY arB e v _ a e
O'f = 0u))2" = (sl - Nigh ) 20 o —@upove = Jhave,
_ Y Y] A . A
h = = e IE—— _ﬁ— a v = — @ _ 7 @
"f=(0af)2 (paazk N“aaﬁ) Ze 0'f (0xf)0V GHO‘(SV .

De asemenea, avem

1 1 3
a a =zf a 78 a
d2° = —SCHZINZ = SCHZP N2, AV =0,

4.2.2 Algebroizi Kahler Finsler

Pentru a putea defini conditia Kahler in cazul unui algebroid Lie, avem nevoie
sa definim mai intai o structura metrica pe prelungirea complexificata TcF
prin ) )
G =hosZ* @ 27 + h,z0V* @ 617, (4.2.21)
Deoarece componentele structurii metrice (4.2.21) pe 7¢E depind numai
de (2*,u®), actiunea campurilor vectoriale {X,,, Xz, V., Va} asupra compo-
nentelor lui G este

Xahgy = dahpy,  Xahpgy = 0ahgss,
Vahgs = Oahgy,  Vahgy = dahss,
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astfel incat identitatea
XG(Y, Z) = G(DxY, Z) + G(Y, Dx Z)

se verifica imediat ca in cazul clasic, pentru Y = Vg, Z =V 5i X = &, sau
X = X; [MG1]. Asadar, conexiunea Chern-Finsler a prelungirii este metrica
in raport cu structura G.

Consideram acum 2-forma orizontala

0" = —ih,;2° N 25, (4.2.22)

Definitia 4.2.3. Un algebroid Lie olomorf se numeste algebroid Kahler-
Finsler daca forma Kéhler orizontald (4.2.22) este h-inchisa, adica d"©" = 0.

Din conditia din definitia de mai sus rezulta imediat
Orhag = Oaltyz,  Ozhag = Ophas,

egalitati care, datorita relatiei (4.2.10), conduc la caracterizarea algebroizilor
Kahler prin
Ly, =L (4.2.23)

Yo

conditie similara cazului real.



Capitolul 5

Operatori Laplace pe algebroizi
Lie Finsler complecsi

Definim in acest capitol operatori de tip Laplace pentru functii definite pe
spatiul tangent al unui algebroid Lie Finsler complex, folosind o forma volum
a prelungirii algebroidului. De asemenea, prezentam constructia unui ope-
rator Laplace orizontal pentru forme definite pe prelungirea algebroidului.
Expresiile locale ale tuturor acestor operatori sunt obtinute relativ la cone-
xiunea Chern-Finsler al algebroidului. In notatiile urmatoare, vom renunta
la indicele C.

5.1 Derivate covariante pe prelungire

Vom defini derivatele covariante ale unor campuri tensoriale definite pe pre-
lungirea 7 E in raport cu conexiunea Chern-Finsler a acesteia. Un camp
tensorial orizontal covariant este de forma

1 _ _
T=——Tn ap.b(ZWZ" N N2 ANZON N 2P
p|q| 1...QpP1...0q
unde pentru schimbarile de coordonate (2.2.5), componentele locale

Ty, . app..3, (2, 1) se schimba dupa regulile:

T,

(e}

— = £,
ooy (5 0) = Ty ez, Mgy - Mgr Mg .. Mg

In maniera similara, putem defini un camp orizontal contravariant, ale
) . - )
carui componente locale, T 514 (7 1), se schimba astfel:

Tov-eabiebu(Z Gy = Tr-mefayes el Wi,

ol
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Ne vom restrange in continuare studiul pe fibratul orizontal HTE al
prelungirii si vom exprima derivatele covariante ale tensorilor in raport cu
conexiunea Chern-Finsler a prelungirii.

Mai intai, definim in maniera clasica derivatele covariante orizontale ale
unui tensor orizontal covariant T, ., 3,.3,(%,u) prin

p
VX—yTal...apBL..Bq = XV(Tal...apB1...Bq) - Z Tog...ai,laaiJrl...apBl...BqLoi-'ya
=1

q
Vo, Ta oy = X5 Tosanin ) — D To..oppr.BirBis1.-Ba L5
j=1

Apoi, derivatele covariante orizontale ale unui tensor contravariant
Tov-wBr-Ba(z 1) sunt definite prin

p
vX Ta1...ap51...ﬂ_q — X,Y(Tal“'apgl“'gq) + Ta1...ai_lsaiﬂ...apél..ﬁqLai
~ 5

ey
i=1

q _
VX;YTalmapélmﬁ_q — X:}/(Tal...apﬁ_y..gq) + ZToq...ap,él...Bj,155j+1...Bng.
7=1

5.2 Operatori Laplace verticali si orizontali
pentru functii definite pe F

Vom defini operatori verticali gi orizontali de tip Laplace pentru functii,
urmand ideile din cazul fibratelor Finsler complexe [Z-Z1, IC2]. Pentru
aceasta, avem nevoie de notiunile de divergenta a unui camp vectorial pe
TFE si de gradient al unei functii pe T FE.

Sa consideram mai intai forma hermitiana asociata structurii metrice her-
mitiene G din (4.2.21),

O =ihz(2% A 2P + 6V A SVT) = D" + 3. (5.2.1)
Notam cu
(@™ = (—1) ™ F I R ZE A AZPAZIA A2

m(m—1)

(@)™ =™(=1)" 2 mlhoVEA - AV AGVEA - AGV™,
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pentru a putea asocia metricii G o forma volum pe prelungirea 7 E data de

1 2 _ S
m).

unde am notat dZ = Z* Ao A Z™ 5V = VI A .- ASV™ si conjugatele
acestora.

Fie acum Z = Z*X,+V*V\+Z%X;34+V*V; € T(TE). Definim divergenta
campului vectorial Z prin ecuatia clasica L£zdV = (div Z)dV, unde L este
derivata Lie. Expresia campului Z conform descompunerii (4.1.4) conduce
la urmatoarea descompunere a divergentei lui Z:

div Z = div" Z 4+ div®’ Z + div* Z + div® Z,
unde divt Z = div Z", div’ Z = div Z°, divt 7 = div Z", div® Z = div Z°.
In particular, pe prelungirea olomorfa 7' E, avem

Propozitia 5.2.1. Componentele divergenter campului vectorial Z = Z*X,+
VeV, € I'(T'E) sunt:
div" Z =V, Z% — Z%Lo — Z°C,, (5.2.3)
div' Z =V, Ve +VeC,,

cu notatiile L, = Lfﬁ — Lga, Co = Cfﬁ = Cﬁﬁa 51 Co = Cfﬂ.

Remarcam ca, pentru un algebroid Kéhler Finsler, conditia (4.2.23) im-
plici Ly = 0, deci div" Z = Vi, Z% — Z°C,,.

Urmatorul pas 1l reprezinta definirea gradientului unei functii, care poate
fi introdus tot intr-o maniera clasica, prin identitatea

G(Z,grad f) = Zf, YZ e T(T'E).

Gradientul poate fi descompus in reperul adaptat al prelungirii olomorfe 7' FE
ca grad f = grad” f + grad® f, unde

grad” f = (65 f)X,, grad’ f = h(D-f)V;. (5.2.4)

Vom defini doi operatori de tip Laplace pentru functii, unul orizontal
si unul vertical. Operatorul Laplace orizontal pentru functii pe algebroidul
prelungire este dat de

A f = (div" o grad™) f, (5.2.5)

iar cel vertical, de
AYf = (div¥ o grad”) f. (5.2.6)

Expresiile celor doi operatori Laplace sunt date in
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Propozitia 5.2.2. Pentru o functie f € C*°(E), au loc:
1 - -
AMf = gda [hh”a(éﬁf)] — [ma(aﬁf)}ca (5.2.7)

St
ACF = 1 u [0 )] + [0 )] (528)

Remarcam aici faptul ca cei doi operatori Laplace pot fi exprimati de
asemenea in termenii derivatelor covariante in raport cu conexiunea Chern-
Finsler dupa cum urmeaza:

A'f =B [V, Va, f —Co (Va,f)] .
A*f = BT [Vy Ty £+ Co (Vi f)] -

Lema 5.2.1. Pentru un camp orizontal olomorf Z = Z*X, € T'(HT'E), au
loc identitatile

(div Z +C"ay = d[izdV)], (divZ +C")dV = d[izdV], (5.2.9)
unde C" = Z°C, = Z°CJ),.

In geometria complexa, Laplacienii se considera pe varietati compacte,
unde s-au obtinut rezultate importante. In cazul Finsler complex lucrurile
sunt mai complicate, ideile se muta pe fibratul proiectiv al unei varietati
Finsler complexe, care este compact (daca varietatea baza M e compacta) si
metrica Finsler deriva din una hermitiana pe acest fibrat proiectiv. In cazul
nostru, lucrurile pot fi discutate pe fibratul proiectiv al prelungirii Finsler, dar
ideile sunt mai complicate. Din acest motiv, am limitat studiul la domenii U
compacte de pe E. O varianta alternativa ar fi ca pe E sa consideram forme
cu suport compact.

Propozitia 5.2.3. Daca Z = Z°X,, este un camp orizontal cu suport com-
pact pe prelungirea unui algebroid Finsler, atunci:

/(VXQZO‘ — Z%Ly)dY = 0, /(anﬁ — Z%Ly)dV = 0. (5.2.10)
U U
In cazul algebroizilor Kéhler Finsler, identittile (5.2.10) devin

/ Vi, Z%dV =0, / Vx, ZodV = 0. (5.2.11)
U U
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Observatia 5.2.1. In cazul in care componentele campului Z sunt de forma
Z% = hﬁaVXEf, unde f este o functie diferentiabila pe compactul U C F,
din (5.2.11) rezulta

/ PV 2,V x, fdV = 0. (5.2.12)
U

5.3 Operatorul Laplace orizontal pentru forme
definite pe TE

Consideram doua forme cu suport compact pe TE, ¥ si ®, exprimate local
prin
1 _
= ﬁ@DAquZAP A ZP,
p:q:
1 _
¢ = ﬁGbAquZA” A ZPa,
pq:
cu notatiile multi-indicilor A, = (a1 ...q,), By = (B1...53,) si 24 = Zo1 A
e NZW Zp = ZPuA - A ZPr. Consideram coeficientii formelor ca fiind
functii definite pe algebroidul baza E, adica ¢4 5, = ¥a,5,(2,u) §i ¢4 5, =
Pa,B, (z,u), deoarece in continuare vom avea nevoie de integrarea pe domenii
compacte din F.
Definim urmatorul produs interior:

1 _— -
<0, 0 >= p!—cﬂq/;Aquququ — Z@DAZ,BQW”B‘% (5.3.13)

suma fiind dupd a; < -+ < ap, B < -+ < B, iar prBa = §o1--GpPrfe —
Ppr iy g R hoete p71B - pPaBa - Acest produs este independent de co-
ordonatele locale, deci < W, ® > este un produs interior global, definit pe E.
In particular, "norma” unei forme ¥ se defineste prin

1 _
UP =<0, ¥ >= p,—qﬂ/)A,,Bql/JA”Bq

Folosind forma volum (5.2.2), pe un compact U C E, putem acum defini
un produs interior pe spatiul formelor orizontale pe prelungirea 7 FE prin

(\D,(I)):/ <V, ®>daV, H‘I’H2=/ <0, U >dV. (5.3.14)
U U



56 CAPITOLUL 5. Operatori Laplace pe algebroizi

Intr-o maniers similara cazului fibratelor vectoriale complexe, [MG1, P-M],
vom defini diferentialele orizontale ale formelor orizontale de tip (p,q) prin

p+1
00,5, = (D 0y,
=1
— q+1 .
@), 3,00 = (1 3D 50 0 ) (5:3.15)
=1

In cazul algebroizilor Kihler Finsler, se poate folosi identitatea (4.2.23)
pentru a inlocui aceste derivate orizontale prin derivatele covariante orizon-
tale, adica

p+l
(8h\II)Ap+1§q = Z(_l)l—le ¢a1...al...ap+1Bq
=1
g+1
ah _ i—1
(8 \IJ)APEHI o <_1)pz(_1) vxﬁiwApBL--Ei---Bqﬂ’
=1

Urmand etapele uzuale in definirea operatorilor Laplace pentru forme,
este necesara introducerea operatorilor adjuncti pentru 9" i O" in raport cu
produsul interior (5.3.14). Fie 9*" gi 0*" cei doi operatori adjuncti. Avem

o A, HTE) - A, , 1(HTE), (0", ®) = (U, 0""I),
0" Ap(HTE) = A, 1 (HTE), (0"V,®) = (¥,0""W),
unde A, ,(HT E) reprezinta spatiul formelor orizontale de tip (p, ¢) cu suport
compact pe algebroidul prelungire. )
Ne intereseazi acum expresia operatorului adjunct 9*". Fie pentru aceasta

VeA,, 1(HTE)si® € A, ,(HTE). Un calcul similar celui din [Z-Z1] con-
duce la

() ArPa e = —(—1)PR2g, (¢ P -Ba ?) (5.3.16)

= _(_1);0 Z[5ﬁ1 + 25/51 (hl h)]gbzpﬁlmﬁqa
B1

de unde, prin coborarea indicilor, rezulta

(0®) 4 5, 5, = (—1)PT'h¥0,(da c5, 5,)- (5.3.17)
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Putem acum introduce un operator Laplace orizontal, 0" : A, ,(HTE) —
A, (HTE), prin - B B
0" =0"0 0" + 0" 0 0" (5.3.18)

Expresia operatorului (0" este data in

Teorema 5.3.1. Operatorul Laplace orizontal pentru o forma diferentiala
orizontala ® € A, ,(HTE) pe prelungirea unui algebroid Finsler Lie este dat
de

(O"®) 4 5, = —h7 (57 0 0:(da,B,) — Z(—l)i_l[% 5&]%,,561‘..&.“6(1)'
Z (5.3.19)

Considerand acum cazul algebroizilor Kéhler Finsler, in care din (5.2.11)

rezulta
/ V}(ﬁ (ququwApﬁBq) dy =0,
UCE

iar dupa un calcul simplu, similar cazului varietatilor Kahler Finsler, se obtine

Teorema 5.3.2. Pe un algebroid Kdhler Finsler, operatorul Laplace orizontal
pentru forme diferentiale orizontale pe prelungirea TE este

(O"®) 4 5, = —h (VXW oVa(bap,)— Y [Va,. Vxﬁi]chpgﬁl_._gi,,_Bq) :
(5.3.20)

(2
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Capitolul 6

Teoreme de anulare pe
algebroizi Lie olomorfi

In capitolul de fata, prezentam un studiu de tip Bochner pentru campuri
vectoriale orizontale pe un algebroid Finsler i obtinem o teorema de anulare
pentru astfel de algebroizi. Descriem mai intai in coordonate locale curburile
a doua conexiuni utile studiului nostru, conexiunea Chern-Finsler introdusa
anterior si conexiunea Rund. Obtinem apoi identitati de tip Ricci pentru
campuri contravariante sau covariante pe prelungirea olomorfa a unui alge-
broid Finsler. In final, obtinem o teorema de anulare de tip Bochner pentru
algebroizi Finsler, impreuna cu doua consecinte interesante.

6.1 Conexiunile Chern-Finsler si Rund

Am discutat pe larg despre conexiunea Chern-Finsler a unui algebroid Lie
in capitolele anterioare. Impunand anularea coeficientilor conexiunii Chern-
Finsler pe o varietate complexa [MG1], se obtine conexiunea Rund a va-
rietatii. Aceasta idee, aplicata conexiunii Chern-Finsler a unui algebroid,
mai exact conditia C' Jﬁ = 0, ne conduce la conexiunea Rund a algebroidului.
Vom avea nevoie in cele ce urmeaza de expresiile coeficientilor curburilor celor
doua conexiuni mentionate, de aceea consideram utile notatiile urmatoare.
Pentru conexiunea Chern-Finsler de pe prelungire, renotam componentele
locale ale curburii prin:

29
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R(Xo, X)X, = R 5 X, R(Xa, X3) Xy = R 5Xr,
R(Xa, Xp) X, = RT3, R(Xea, Xa)Vy = R[5 Vr,
R(Xa, X5)V, = R Vs, R(Xa, Xp)Vy = R, 55Vr,
R(Xo, V)X, = P75, R(Xo, V)X, = P 5%
R(Xs,Vs)Xy = P, s Xy, R(Xa, V)Vy = P, 15 Vr,
R(Xa, V5V, = P75V, R(Xa, Ve)Vy = P, sV,
R(Va, Vs)X, = S5, R(Va, V3) Xy = 5, 5%,
R(Va, Vs) Xy = S 55xr, R(Va; V)Vy = S5, asVr,
R(Va, Vi)V, = S7 L5Vr R(Va, Vp)Vy = S, 55Vr

Componentele orizontale, notate cu R, mixte — P si verticale — S ' sunt
date de:

RTﬁ—(SL — GgLT, + LI, — Lo LT, — Co LT, — RE,CT

Yo JB

R w5 = —05Ly, — R, C;;,, '
'vaﬁ = da L%B R, CWTU’
P s = 0a 05LTQ+C’”L —L7,Cls— L5, Oy,
PvTaﬁ (93 - (aBNU)C'VTo’
"/ozﬁ = 0a “//3’
g = 0aCy — 9507, + C5CT — Co.0T,
Sﬁ/faﬁ GBCT
%c‘tﬁ a

Vom utiliza i componenta orizontala a conexiunii Rund, care este data

de:

K. 5=—05L",. (6.1.1)

Am obtinut o serie de identitati interesante pentru campuri simplu con-
travariante sau covariante.

Propozitia 6.1.1. Fie (E, F) un algebroid Finsler, Z7 componentele unui
tensor orizontal contravariant Z definit pe prelungirea olomorfa T'E st ¢.,
componentele unui tensor orizontal covariant ¢ pe T'E. Au loc identitatile:
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1) [VXQ,V;(B]Z7 = [X,, XB]ZV + ZEKSZCB;

2) [V, Va,| 27 = [Xo, X3) 27 — Z°K_] 5;

gap’

3) [VXM VX[;](P’Y = [Xaa XB]QO'Y - SOEK °

viaB’

4) [V, Va ]y = [Xa, Xlos + 975

Propozitia 6.1.2. Fie (E, F) un algebroid Finsler, V7 componentele unui
tensor vertical contravariant V definit pe prelungirea olomorfa T'E si .,
componentele unui tensor vertical covariant b pe T'E. Au loc identitatile:

1) [Vy,, Vi, V7 = VoS

af’

_Vésﬁ

gaf’
3) [Vvonvv/g]w“f = _1?557?@3;

4) [VVONVVB]w:Y = wES y

YiaB*

2) [V, Vy, V7

6.2 Teoreme de anulare

Fie multiindicii A, = (ay...qp) st B, = (1...5,), iar Zg;’(z,u) ~ compo-
nentele unui tensor orizontal Z de tip (p,q) (p-contravariant si g-covariant)
cu suport compact pe E. Notam cu ||Z||* produsul scalar al acestui tensor
cu el insusi, in raport cu produsul scalar indus de G, adica

1ZIP = b5, B 251 25, (6.2.2)

wrfy - - N, i RPIC = RO o

2 . A .. . - .
In cazul in care Z B;’(z, u) sunt functii olomorfe in variabilele z si u, avem

VXBZg:’ = 0. Mai mult, pentru un compact U C E, din (5.2.12) rezulta ca

unde hy 5 =h

/ WPV, V|| Z|[PdV = 0. (6.2.3)
U
Propozitia 6.2.1. Daca (E, F) este un algebroid Finsler, atunci

AM|Z|P = |V, Z5 1P = WPCaZy 'V, 2y — H(2), (6.2.4)
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unde

Va, Zi2 |2 = Wby gy WP (T, 220 (Vi 257

St

Z KﬁkZquﬁl Br—18kBr+1---Bp Z KskZDq By

Dy 51 Ok—18k0k+1---0g

y N N D B.C A
cu notatiile Kﬁk = WK 5’“@ KE’“ = hP K—ek— si Zg! = ha,,hP 12"

Teorema 6.2.1. Fie (E, F) un algebroid Kdhler Finsler si Zg;’(z, u) — com-
ponentele unui camp tensorial orizontal Z p-contravariant si q-covariant, cu
suport compact pe E. Daca Zgé’ sunt functii olomorfe in variabilele z si u i
satisfac identitatea Re H"(Z) > 0, atunci

H(Z)=0, VaZy =0, a=1...m,
pentru orice (z,u) € E.

Vom aplica in continuare Teorema de anulare 6.2.1 in doua cazuri parti-
culare.

Propozitia 6.2.2. Fie (E, F) un algebroid Kdhler Finsler si Z.(z,u) — com-
ponentele unui tensor orizontal covariant Z, cu suport compact pe E. Notam

cu K = hPepiEK @
¥,Ba

1) Daca Z., sunt functii olomorfe in z §i u, iar Re K Z.Z; < 0, atunci
Va.Z,=0.

2) Daca Z., sunt functii olomorfe in z siw, iar Re K°Z.Z5 < 0, atunci
Z(z,u) = 0.

Propozitia 6.2.3. Fie (E, F) un algebroid Kahler Finsler si Z7(z,u) — com-
ponentele unui tensor orizgntal contravariant Z, cu suport compact pe E.
Notam cu K.; = hﬂahaA—,KEWBa

1) Daca Z7 sunt functii olomorfe in z si u, iar Re K5 Z°Z° <0, atunci
V.27 =0.

2) Daca Z7 sunt functii olomorfe in z si u, iar Re K. Z°7° < 0, atunci
ZV(z,u) = 0.



Capitolul 7

Produsul ”warped” al
algebroizilor Lie olomorfi

In acest capitol, am continuat studiul algebroizilor Lie olomorfi si al prelungi-
rilor acestora cu investigarea notiunii de produs ”"warped” al unor astfel de
algebroizi. Studiul urmeaza directia initiata in [K-P-V1] in cazul varietatilor
Finsler reale.

Vom avea nevoie de gradientul si de hessiana unei functii pe un algebroid,
precum si de unele proprietati ale hessianei. Acestea se dovedesc a fi diferite
in cazul analizat, comparativ cu proprietatile hessianei definite pentru o va-
rietate Finsler, studiate in [K-P-V1].

Dupa ce definim produsul ”warped” pentru doi algebroizi Finsler olomorfi,
demonstram ca acesta este un fibrat Finsler, cu functia Finsler definita cu
ajutorul celor doua functii Finsler ale algebroizilor initiali. De asemenea,
studiem relatia dintre conexiunile Chern-Finsler ale algebroizilor initiali si cea
a produsului. Din motive obiective, suntem nevoiti sa restrictionam studiul
doar pentru fibratele verticale. De asemenea, investigam curbura produsului
definit gi obtinem unele proprietati similare celor obtinute in [K-P-V1] pentru
campuri orizontale pe produse de varietati Finsler.

7.1 Proprietati ale structurilor Finsler pe pre-
lungirea unui algebroid

Pe un algebroid Finsler, conexiunea Chern-Finsler este metrica in raport cu
metrica (4.2.21) de pe prelungire. De asemenea, conexiunea Chern-Finsler
verifica formula Koszul pe subfibratul vertical al prelungirii.
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Lema 7.1.1. Fie (E, F') un algebroid Finsler Lie olomorf si fie D conexiunea
Chern-Finsler a acestuia. Pentru U,V,W € V'TE, are loc identitatea:

2G(DyV, W) = UG(V,W) + VG(W,U) — WG(U, V)
—G(U,[V,W]) + G(V,[W,U)) + G(W,[U,V]). (7.1.1)

In Capitolul 6, am introdus gradientul unei functii pe prelungirea olo-
morfa 7'FE. Acum, ne intereseaza gradientul definit pe intreaga prelungire
TE, adica operatorul V dat de

GZ,Nf)=Zf, VYZe€TE.
In coordonate, avem
V= hP051)Xo + W00 )X + 5405 f)Va + h5(Daf)V5.  (7.1.2)
In continuare, vom considera partea verticala a gradientului,
VY f = W55 ) Va + W5 (af)V5. (7.1.3)

Definitia 7.1.1. Hessiana unei functii f in raport cu conexiunea Chern-
Finsler D pe prelungirea 7 F este derivata covarianta de ordinul al doilea,

Hf =D(Df).
Propozitia 7.1.1. Hessiana H f satisface identitatile:

HE(V, W) = VIV — (DyW)f + (DyoW" + Dyo W) f (7.1.4)
= G(Dy(Vf), W) + (DyoW" + Dy W) f,

unde V= VOV, AV, W = WPV WOV5, (Dye W) f = (Dyay, WEVs) f =
V(O WP)(Osf), iar (DysW?)f este conjugata acesteia din urmd.

7.2 Produsul ”"warped” al algebroizilor

Consideram doi algebroizi Finsler olomorfi, (£}, F}) si (E2, F2), unde E} este
un fibrat olomorf peste varietatea complexa M, iar Fsy este un fibrat olomorf
peste varietatea complexa M,. De asemenea, consideram prelungirile acestor
algebroizi, T E; si respectiv T Fs, conexiunile Chern-Finsler corespunzatoare,
D! si respectiv D2, si proiectile celor doi algebroizi, m; : By — M, si respectiv
o By — M. Fie f: M; — R, o functie olomorfa.
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Dupa modelul din [K-P-V1], definim pe fibratul produs E; x E, functia
F: FEy x Fy — R prin

F(ul,ug) = F1<'LL1) + f2(7Tl(U1))F2(U2). (725)

Aceasta este o functie Finsler pe fibratul produs F; x Es.

Astfel, produsul "warped” al algebroizilor F; §i Es este fibratul produs
E; x ¢ By, cu functia "warp” f si metrica Finsler F' = F'(uy, u2). Prin urmare,
(Ey x5 Ey, F) este un fibrat vectorial complex Finsler.

7.2.1 Fibratul prelungire al fibratului produs ”warped”

Consideram cei doi algebroizi Finsler olomorfi, (Ey, Fy) si (Fa, Fy), precum
si produsul lor ”warped” definit mai sus, £y X Ey. De asemenea, fie T E; si
T E5 prelungirile algebroizilor E; si respectiv Es, definite in Capitolul 4.

Subfibratele verticale ale celor doua fibrate prelungire sunt definite cu
ajutorul proiectiilor 7; : TE; — E;, 7i(e;,v;) = e; € E;, prin:

VTEZ = keI’Ti = {(ei,vi) < TEZ | Ti(€7;,’UZ') = 0},

pentru ¢ =1, 2.

Deoarece fibratul prelungire are proprietati similare celor ale fibratului
tangent al unei varietati, dupa cum am vazut in capitolele anterioare, vom
lucra in continuare in acest context geometric in locul fibratelor tangente ale
fibratelor F; gi Ey. Gasim cu usurinta ca T (FE; X Ey) = TEy X T Es.

Daca p; : TFEy x TEy; — TE; este proiectia pe primul factor, iar py :
TE, xTEy — T FE, este proiectia pe al doilea factor al produsului prelungir-
ilor, atunci putem defini lifturile campurilor vectoriale de pe T E; sau T E»
la TEy X T Es in felul urméator. Liftul campului Uy € T(T Ey) la T Ey X T Ey
este ﬁl € I'(TE, x TEs), care satisface conditiile pl(ﬁl) = Uy, pg((/f\l) = 0.
Similar, liftul cAmpului U, € D(T Es) la T Ey X T E; este Uy € T(T Ey X TE,),
care satisface conditiile pl((/jg) =0, pg(ﬁg) = U,.

Avem in continuare ker(m; X 73) = ker 7y @ ker 7o, asadar VT Ey x VT E,
este fibratul vertical al produsului 7TFE; x T Es. In raport cu conexiunile
neliniare Chern-Finsler ale prelungirilor 7 E; si T E», obtinem descompunerea

T<E1 X Eg) =TE\.®TE,=HTE,®VTE, ® HT E;® VTEs;.
1 1 2 2
Notam cu N? = NP(zy,u1) si respectiv NP = NB(z,uy) coeficientii
conexiunilor neliniare Chern-Finsler pe TFE; si respectiv T FE,. De
asemenea, fie
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11 1 1 2 2 2 2
{ X, Va, Xa, Va} si respectiv {X,, Vo, Xa, Va} reperele locale adaptate in ra-

port cu conexiunile mentionate pe T F; si respectiv T Ey. Este evident ca
parantezele Lie [, -], pe TE; x T Ey satisfac identitatile:

[Uh ‘/2]7} - O’
[U17 %]Tx = [U17 %]TE17 (726)
[UZa ‘/Q]Tx = [U27 ‘/Q]TEzv

pentru orice Uy, V; € T'(T Ey) si Us, Vo € T(T Es).

7.2.2 Conexiunea Chern-Finsler a produsului ”warped”

Asemenea cazului varietatilor Finsler reale [K-P-V1], formula Koszul joaca un
rol esential in studiul relatiei dintre conexiunile de pe fiecare fibrat prelungire
si conexiunea de pe fibratul produs. Deoarece, in cazul nostru, formula (7.1.1)
are loc numai pentru campuri verticale pe un fibrat prelungire, vom lucra in
continuare numai pe fibratul vertical al descompunerii anterioare, pe care 1l
vom nota prin VT = VT E, & VT Ey. Daca G si respectiv Gy sunt doua
metrici Hermitiene date ca in relatia (4.2.21) pe T Ej si respectiv T Es, atunci,
folosind restrictiile acestora la fibratele verticale, G} si respectiv G5, se poate
defini o metrica Hermitiana G pe VT prin

G'() = Gr () + FA(m(v1)) G5 ().

Consideratii similare cazului varietatilor "warped” Finsler reale [K-P-V1]
conduc la urmatorul rezultat.

Teorema 7.2.1. Fie U,V € VT E; si Uy, Vo € VT Ey. Atunci:
1. Dy, Vi on VT Ey @ VT Ey este lift-ul lui Dy, Vy on VT Ey;
2. Dy, Uy = Dy, Uy = (Usf ) f)Un;
3. Dy,Va = D3V, — 2w g

4. T(Ul, Ug) == T(UQ,Ul) = 0,’
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Este interesant de caracterizat local rezultatul anterior. Avem:

1 1 1 1
1 1
Dy Vs =Dy Vs, DyV;=D) V=0,

1 1
2 1 3af2 2 1 @af
Dl :DQ oa — 5 D1 ’:DQ a =

Vi = D% Vs — =GV, Vi)V = D3V,
B8 — VQQ B f as V3 - VQQ B
2 Vs — LGV, V)V = — sV
V2a V2a B f ay VB3 - af )

2
%

<
I
>

impreuna cu conjugatele lor. Prin urmare, daca notam

11,1

1 1 _ 1 2 _ 2
D, Vy=CLV,+ CoVs+ C LV, + C Vs,

obtinem

11,1 1 1_ g
c g11011 = Cglloq Rt (aal h,3151)
! - 1
G _gplal  CEa Ol
B2 f ) Baa B1 f 1]
22,2 2

B2a1
2 2 ) 2
C oy = Oy = K7 (Buahins),

Baaz T Y Baoa
1 1 1

o 2
D= fDa )Ny,

|
N

Q

221 1 1.2
C’gl = —f(@vf)h‘”hag.

202
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Toti ceilalti coeficienti sunt zero.

Curbura produsului 7 E; X T Es este definita ca de obicei prin R(U, V)W =
DyDyW =Dy DyW —Dyy)W. Legatura dintre curbura produsului ” warped”
si curburile fiecaruia dintre fibratele prelungire constituente ale produsului
este data in

Teorema 7.2.2. Daca T Ey x T FEy este produsul prelungirilor a doi algebroizi
Finsler Lie olomorfi, avand curburile R pe fibratul produs si R' si R? pe T E;
si respectiv T Ey, atunci pentru Uy, Vi, Wy € VT E; si Uy, Vo, Wo € VT Ey au
loc urmatoarele identitati:

1. R(Uy, Vi)W este liftul lui R*(Uy, Vi)Wy;
2 R(Va, UVi = — L[/ (U), Vi) — (Dps Vi — Do Vi) f1Vas
3. R(‘/Q, WQ)Ul == O,’

4. R(Va, Wa)Uy = R*(Va, W) Up+ LY (G(Vy, U)W —G (W, Un)Va)

7.3 Un model de produs Finsler ”warped”
pentru gravitatie si electromagnetism

Fie M spatiul-timp complexificat considerat in [A-M], dim¢ M = 2, si fie
(21, 2%) coordonate complexe pe M. Consideram E; = T'M, fibratul tan-
gent olomorf, care are o structura de varietate complexa 4-dimensionala, cu
(21, 2%, ', n?) — coordonatele complexe pe T"M. Fibratul 7'M are o struc-
tura naturala de algebroid Lie olomorf, cu aplicatia ancora p; identitatea. O
functie Finsler complexa F; : T"M — R, este metrica slab gravitationala
considerata in [A-M]:

29 29 29 29
Py = (1+ )Inll2 (1— 2 )nn +1<1—§)nn (1——> [ [*
(7.3.7)
unde ® este o functie omogena in 1 definita pe 7'M, avand 1nterpretarea

fizica de potential gravitational complex, cu proprietatea ® > < ¢ € R*.
Tensorul metric este

1 1+2  —i(1- . o —
hjff(’%ﬁ) = ( l(lt 022_‘3) _/L((]_ 2%9)) > ) juk = 172 81 1= _17
’ ’ (7.3.8)
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iar inversul sau,
_i
22<I> N
1423 , k=12

flf”(%n)z( e

Conform [A-M], aceasta metrica este Finsler daca presupunem urmatoarele:

N N

i) ® > <, adic det(g;;) > 0;
ii) ® este omogena in raport cu 7;

iii) i®, = ®.;, unde &, = 22 h=1,2.

877h )
Componentele conexiunii neliniare Chern-Finsler sunt

Vico Ao e
= s = ——— — 1 .
k k 2 (1 _ Qc_g)) n n k
Pentru cel de-al doilea algebroid Lie olomorf, consideram din nou spatiul-
timp complexificat M, iar pe Ey = T'M putem lua alta metrica Finsler,
propusa in [S]:
Fy = Fy+ o(2)|8, (7.3.9)

unde:

i) Fo este o metrica Finsler data (de exemplu, metrica slab gravitationala
Fy) pe M;

ii) 0 : M — R este o functjie ce satisface o(z) > —%;

iii) 3 = Bi(2)n" este forma Beil olomorfa; de obicei, By(z) sunt componen-
tele unui camp electromagnetic.

Tensorul metric este in acest caz dat de

7 = 9i + 0(2)Bi(2) Bj(2), (7.3.10)

unde g;; este metrica lui (M, Fp), iar B; = B;. Inversul tensorului (7.3.10)
este

1+ oB2%’
. = 2 .
unde B = ¢;;B'B?. Coeficientii conexiunii neliniare Chern-Finsler sunt N} =

, . . 2
N} + Al unde A = h™8y(0 BBy )1
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Consideram in continuare o functie olomorfa f : M — R, iar pe produsul

"warped” TT'M x; TT'M = Te(T"M) x ¢ Tc(T"M) definim metrica Finsler
F(z,n) = Fi(z,n) + f*(2)Fa(z,7), (7.3.11)

care ofera un posibil model pentru teorii de unificare a gravitatiei si electro-
magnetismului, depinzand de doua functii pe M, f si o.



Capitolul 8

Contributii originale.
Diseminarea rezultatelor

Prezentam in acest capitol contributiile originale ale autorului prezentei teze,
precum si publicatiile in care au aparut rezultatele obtinute.

e Definirea si studiul proprietatilor operatorului Laplace pentru functii
olomorfe definite pe un grup Lie complex. Studiul ultim multiplicato-
rilor olomorfi definiti pe un grup Lie complex.

e Rezolvarea problemei determinarii unui spray complex din problema
varia-tionala in cazul algebroizilor Lie complecsi.

e Inzestrarea fibratului tangent olomorf al unui algebroid Lie olomorf cu
o structura de algebroid Lie. Studiul geometriei acestui nou algebroid
Lie.

e Definirea notiunii de prelungire olomorfa a unui algebroid Lie olomorf
si investigarea proprietatilor acesteia (conexiuni neliniare i liniare, tor-
siuni, curburi, semispray-uri gi spray-uri).

e Investigarea relatiilor dintre structurile Lagrange (Finsler) ale fibratului
tangent olomorf al varietatii baza a unui algebroid si ale algebroidului,
in functie de dimensiunile varietatii baza, ale algebroidului si rangul
ancorel acestuia.

e Definirea notiunii de algebroid Finsler olomorf prin inzestrarea unui al-
gebroid cu o structura Finsler complexa. Studiul proprietatilor acestui
tip de algebroid.
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Definirea unor operatori de tip Laplace verticali si orizontali pentru
functii olomorfe pe un algebroid Lie Finsler olomorf. Definirea unui
operator Laplace orizontal pentru forme definite pe prelungirea unui
algebroid Lie Finsler olomorf.

Realizarea unui studiu de tip Bochner pentru algebroizi olomorfi si
obtinerea in cadrul acestuia a unor teoreme de anulare pentru campuri
vectoriale orizontale.

Definirea produsului ”"warp” de algebroizi olomorfi si investigarea pro-
prietatilor acestuia.

Rezultatele obtinute de autorul tezei au fost publicate in urmatoarele
articole:

Ida, C., Ionescu, A., On a metric holomorphic connection in complex
Lie groups, BSG Proceedings 21, The Int. Conf. ”Differential Geom-
etry — Dynamical Systems” DGDS-2013, Bucharest, Romania (2013),
74-83.

Ionescu, A., On lifts of left-invariant holomorphic vector fields in com-
plex Lie groups, Bulletin of Transilvania Univ., Vol. 7(56), No. 2
(2014), 65-72.

Ionescu, A., On holomorphic Lie algebroids, Bulletin of Transilvania
Univ., Vol. 9(58), No. 1 (2016), 53-66.

Ionescu, A., A note on the Laplace operator for holomorphic functions
on complex Lie groups, Stud. Univ. Babeg-Bolyai Math. 62, No. 1
(2017), 15-25.

Ionescu, A., Munteanu, G., Connections in holomorphic Lie algebroids,
Mediterr. J. Math., 4, Vol. 14 (2017), DOI: 10.1007/s00009-017-0960-
4.

lonescu, A., Finsler structures on holomorphic Lie algebroids, Novi Sad
J. Math., Vol. 47, No. 2 (2017), 117-132.

Ionescu, A., Laplace operators on holomorphic Lie algebroids, An. St.
Univ. Ovidius Constanta, Vol. 26(1) (2018), 141-158.

Ionescu, A., Vanishing theorems on holomorphic Lie algebroids, trimisa
spre publicare.
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Ionescu, A., Munteanu, G., The warped product of holomorphic Lie
algebroids, trimisa spre publicare.

O parte din rezultate au fost prezentate intr-o serie de conferinte nationale
si internationale:

The International Conference ”Differential Geometry and Dynamical
Systems”, 10-13 Octombrie 2013, Bucuresti;

The X-th International Conference on Finsler Extensions of Relativity
Theory, 18-24 August 2014, Brasov;

International Conference on Applied Mathematics and Numerical Me-
thods, 14-16 Aprilie 2016, Craiova;

The International Conference on Mathematics and Computer Science,
8-10 Septembrie 2016, Brasov;

The International Conference on Applied and Pure Mathematics - dedi-
cated to the 90th anniversary of Academician Radu Miron, 2-5 Noiem-
brie 2017, Iagi.
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Anexe

Anexa 1. Scurt rezumat al tezei

Teza de doctorat intitulata Operator: diferentiali pe spatii Finsler complexe
prezinta un studiu al operatorilor din geometria diferentiala definiti pe anu-
mite clase de spatii Finsler complexe. In Capitolul 1, dupa o scurta recapit-
ulare a notiunilor legate de operatori Laplace pe varietati Finsler complexe,
analizam grupurile Lie complexe, pe care definim un operator Laplace pen-
tru functii olomorfe. In Capitolul 2, initiem studiul operatorilor diferentiali
definiti pe algebroizi Lie prin descrierea cadrului geometric al studiului,
reprezentat de algebroizii Lie olomorfi. Capitolul 3 prezinta un studiu de-
taliat al geometriei spatiului total al unui algebroid olomorf, introducand
de asemenea notiunea de prelungire a unui algebroid si studiind structuri
Lagrange induse pe un algebroid olomorf de catre structuri Lagrange pe
spatiul tangent olomorf al varietatii baza a algebroidului. In Capitolul 4,
studiem geometria Finsler a algebroizilor olomorfi, definind structura Finsler,
conexiunea Chern-Finsler a unui astfel de algebroid, investigand curburile
si torsiunile, diferentiala unei functii. Aceste notiuni sunt necesare studi-
ului prezentat in Capitolul 5, in care introducem doua tipuri de operatori
Laplace in cazul algebroizilor olomorfi. Primul operator este definit pentru
functii, cel de-al doilea pentru forme diferentiale. In Capitolul 6, prezentam
un studiu de tip Bochner pe algebroizi olomorfi, in cadrul caruia obtinem teo-
reme de anulare importante pentru campuri vectoriale orizontale. Capitolul
7 este dedicat studiului produselor de tip "warp” ale algebroizilor olomorfi,
investigand legaturile dintre conexiunile produsului si cele ale algebroizilor
constituenti ai acestuia.

The PhD thesis entitled Differential operators on complex Finsler spaces,
represents a study of operators from differential geometry defined on some
classes of complex Finsler spaces. In Chapter 1, after a brief resume on
Laplace operators on complex Finsler manifolds, we analyze complex Lie
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groups, on which we define a Laplace operator for holomorphic functions.
In Chapter 2, we initiate the study of differential operators defined on Lie
algebroids by describing the geometrical setting of the study, represented by
holomorphic Lie algebroids. In Chapter 3, we present a detailed study of the
geometry of the total space of a holomorphic Lie algebroid, also introducing
the notion of prolongation of such an algebroid and studying Lagrange struc-
tures induced on a holomorphic algebroid by Lagrange structures defined on
the holomorphic tangent space of the base manifold of the algebroid. In
Chapter 4, we study the Finsler geometry of holomorphic algebroids, by
defining the Finsler structure, the Chern-Finsler connection of such an al-
gebroid, also investigating the curvatures and torsions, the differential of a
function. These notions are necessary in the study presented in Chapter
5, where we introduce two types of Laplace operators for holomorphic alge-
broids. The first operator is defined for functions, the second one, for differ-
ential forms. In Chapter 6, we present a Bochner-type study on holomorphic
algebroids, where we obtain some interesting vanishing theorems for horizon-
tal vector fields. Chapter 7 is dedicated to the study of warped products of
holomorphic algebroids, investigating the relations between connections on
the warped product and on the constituting algebroids.
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