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complexe

Differential operators on complex
Finsler spaces

REZUMAT / ABSTRACT
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de doctorat.
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1.1 Operatorul Laplace pe varietăţi Finsler complexe . . . . . . . . . 1 1

1.1.1 Operatorul Laplace orizontal pentru funcţii . . . . . . . . . 1 1
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Introducere

Geometria spaţiilor Finsler ı̂şi are originile istorice ı̂n renumita dizertaţie a
lui P. Finsler din 1918. Pentru o perioadă ı̂ndelungată ı̂nsă, puţini matemati-
cieni, dintre care amintim pe E. Cartan, L. Berwald, S. S. Chern, H. Rund,
au avut răbdarea de a studia mai ı̂n amănunt geometria Finsler. Abia ı̂n
anii 1970, se dezvoltă interesul pentru geometria Finsler, o dată cu clarifi-
carea noţiunii de conexiune neliniară, care devine instrumentul esenţial pen-
tru studiul acestei geometrii. Unii dintre matematicienii care s-au remarcat
ı̂n acest domeniu sunt M. Matsumoto din Japonia sau R. Miron din România.

În geometria complexă, noţiunea de metrică Finsler a fost introdusă prin
analogie cu cazul real de G. Rizza, dar geometria Finsler complexă ı̂ncepe să
prezinte interes mai ales după ce S. Kobayashi găseşte un exemplu de astfel
de metrică. Alte contribuţii importante au fost aduse ı̂n acest domeniu de
către H. L. Royden, J. Faran, T. Aikou.

Dintre monografiile de referinţă din domeniul geometriei Finsler complexe
trebuie menţionate cea a lui M. Abate şi G. Patrizio ([A-P], 1994) sau cea a
lui G. Munteanu ([MG1], 2004). Primii autori folosesc metode similare ge-
ometriei riemanniene pentru a caracteriza metrica lui Kobayashi cu ajutorul
geodezicelor complexe ale spaţiilor Finsler cu curbura secţională olomorfă
negativă. Motivată de numeroasele aplicaţii din fizica relativistă cuantică,
monografia lui G. Munteanu [MG1] extinde geometria Finsler complexă la
geometriile Lagrange şi Hamilton complexe.

O clasă deosebit de importantă de spaţii Finsler complexe o constituie
algebroizii Lie olomorfi. Studiul acestora a fost realizat de autorul prezentei
teze ı̂ntr-o serie de lucrări [IA3, I-M4, IA5, IA6, IA7, I-M8]. Ideea studiului
a pornit de la construcţiile din cazul real. Teoria algebroizilor Lie reali a
fost intens studiată ı̂n ultimele decenii, interesul fiind motivat de aplicaţiile
speciale din mecanică, datorate proprietăţii de unificare a fibratelor tangente
şi algebrelor Lie. Studiul a fost iniţiat de Weinstein [WA1, WA2], care a
dezvoltat o teorie generalizată a lagrangienilor pe algebroizi Lie şi a obţinut
ecuaţiile Euler-Lagrange utilizând structura dualului unui algebroid Lie şi

iii



iv Introducere

transformări Legendre asociate unui lagrangian regulat. De asemenea, el
ridică problema dezvoltării unui formalism similar celui al lui Klein [K] din
mecanica lagrangienilor ordinari, fără a face referire la dual.

Un prim răspuns la problema lui Weinstein a fost oferit de E. Martinez
[ME1, ME2], care a dezvoltat ideile anterior formulate de Klein folosind pre-
lungiri ale algebroizilor Lie. Aceste construcţii au fost introduse sub o altă
denumire de Higgins şi Mackenzie [H-M]. Abordarea lui Martinez s-a dovedit
deosebit de aplicativă, ea fiind utilizată pentru a studia aproape toate as-
pectele teoriei clasice, spre exemplu condiţii vakonomice şi neolonome, teoria
Hamilton-Jacobi, teoria controlului, sisteme de ordin superior (a se vedea
[dL-M-M, ME3]).

O altă abordare a problemei lui Weistein utilizează structurile triplet
Tulczyjew, iar legătura dintre cele două abordări a fost recent investigată ı̂n
[J]. Aplicaţii recente ale algebroizilor au fost date ı̂n optimizarea controlu-
lui, probleme de interpolare, planificarea traiectoriilor şi multe altele, se pot
consulta [CL, dL-M-M] şi numeroasele referinţe ale acestor lucrări.

* * *

În cadrul tezei de doctorat intitulate ”OPERATORI DIFERENŢIALI
PE SPAŢII FINSLER COMPLEXE”, ne propunem să studiem operatori
binecunoscuţi ı̂n geometria diferenţială definiţi pe anumite clase de spaţii
Finsler complexe. Mai exact, introducem diferenţiale şi operatori diferenţiali
complecşi de tip Laplace pentru funcţii şi forme diferenţiale definite pe grupuri
Lie complexe, pe fibrate vectoriale şi algebroizi Lie complecşi, studiem ge-
ometriile acestor spaţii şi dăm aplicaţii din geometria complexă şi Finsler
complexă.

Multiplele aplicaţii ale construcţiilor geometrice din teoria algebroizilor
Lie, prezentate mai sus, vin să motiveze alegerea unuia dintre cadrele geo-
metrice utilizate ı̂n prezenta lucrare pentru studiul operatorilor diferenţiali,
acest cadru fiind reprezentat de algebroizii Lie olomorfi.

Am urmărit ı̂n realizarea tezei de doctorat direcţiile de studiu ale şcolii
româneşti de geometrie Finsler complexă, iniţiată de domnul Prof. dr.
Gheorghe Munteanu. Teza este structurată pe şapte capitole, cuprinzând
rezultatele obţinute de autor.



Capitolul 1

Operatorul Laplace pentru
funcţii olomorfe pe grupuri Lie
complexe

Considerăm ı̂n acest prim capitol al tezei cazul grupurilor Lie complexe, pe
care definim un operator Laplace pentru funcţii olomorfe definite pe un astfel
de grup. Obţinem caracterizarea locală a acestui operator şi exemplificăm o
serie de aplicaţii ı̂n teoria multiplicatorilor ultim olomorfi.

1.1 Operatorul Laplace pe varietăţi Finsler

complexe

Reamintim pe scurt câteva noţiuni şi rezultate legate de operatorul Laplace,
obţinute ı̂n cazul varietăţilor Finsler complexe [Z-Z1, Z-Z2]. Remarcăm că
definiţii şi proprietăţi similare sunt prezentate ı̂n cazul fibratelor Finsler com-
plexe ı̂n [IC2]. Notaţiile utilizate sunt cele clasice, din [A-P, AT1, AT4, MG1].

1.1.1 Operatorul Laplace orizontal pentru funcţii

Pe o varietate Finsler complexă n-dimensională M cu funcţia Finsler F , fie

T̃ ′M = T ′M − {0}, cu coordonatele locale (zk, ηk), şi gij̄ = ∂2F
∂ηi∂η̄j

. Tensorul

metric hermitian al varietăţii T̃ ′M este

ĝ = gij̄(z, η)dzi ⊗ dz̄j + gij̄(z, η)δvi ⊗ δv̄j,

1



2 CAPITOLUL 1. Operatorul Laplace pe grupuri Lie complexe

unde {dzi, dz̄j, δvi, δv̄j} este un reper dual reperului adaptat {δi, δī, ∂i, ∂i̇} pe

T ′T̃ ′M . Notăm g = det (gij̄).
Fie dV = g2dz∧dz̄∧δv∧δv̄, unde dz = dz1∧· · ·∧dzn, dz̄ = dz̄1∧· · ·∧dz̄n,

δv = δv1 ∧ · · · ∧ δvn, δv̄ = δv̄1 ∧ · · · ∧ δv̄n, forma volum asociată metricii

hermitiene ĝ pe T̃ ′M , şi fie LX derivata Lie ı̂n raport cu X ∈ Γ(T ′T̃ ′M).

Divergenţa câmpului vectorialX = X iδi+Ẋ
i∂̇ī ∈ Γ(T ′T̃ ′M) este definită prin

ecuaţia LXdV = (divX)dV . Aceasta se descompune ı̂n divX = divhX +
divvX = divXh + divXv, cu

divhX = ∇δiX
i −X iPi, divvX = ∇∂̇i

Ẋ i + Ẋ iCi,

unde P i = L j
ij−L

j
ji, Ci = C j

ij = Cj
ji, iar L i

jk şi Ci
jk sunt coeficienţii conexiunii

Chern-Finsler ∇ [A-P, MG1].

Gradientul unei funcţii f ∈ C∞(T̃ ′M) este definit prin ĝ(X, grad f) =

Xf , ∀X ∈ Γ(T ′T̃ ′M), iar acesta se descompune ı̂n grad f = gradh f+gradv f ,
unde

gradh f = gj̄i(δj̄f)δi, gradv f = gj̄i(∂̇j̄f)∂̇i.

Definiţia operatorului Laplace orizontal pentru funcţii este

∆hf = divh ◦ gradh f.

Expresia locală a acestuia este

∆hf =
1

g
δi[gg

j̄i(δj̄f)]. (1.1.1)

1.1.2 Operatorul Laplace orizontal pentru forme ori-
zontale

Fie Ψ şi Φ două forme diferenţiale orizontale de tip (p, q) cu suport compact

pe T̃ ′M , exprimate local prin

Ψ =
1

p!q!
Ψi1...ipj̄1...j̄qdz

i1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq ,

Φ =
1

p!q!
Φi1...ipj̄1...j̄qdz

i1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq .

Se defineşte produsul interior

〈Ψ,Φ〉 =
1

p!q!
Ψi1...ipj̄1...j̄qΦ

ī1...̄ipj1...jq ,
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unde Φī1...̄ipj1...jq = Φk1...kp l̄1...l̄qg
ī1k1 . . . gīpkpg l̄1j1 . . . g l̄pjp . Cu ajutorul acestuia,

se poate defini un produs interior global,

(Ψ,Φ) =

∫
T̃ ′M

〈Ψ,Φ〉 dV. (1.1.2)

În definiţia operatorului Laplace orizontal, sunt necesari adjuncţii opera-
torilor

(∂hΨ)i1...ip+1j̄1...j̄q =

p+1∑
k=1

(−1)k−1δikΨi1...̂ik...ip+1j̄1...j̄q
,

(∂̄hΨ)i1...ipj̄1...j̄q j̄q+1
= (−1)p

q+1∑
k=1

(−1)k−1δj̄kΨi1...ipj̄1...
̂̄jk...j̄q+1

,

ı̂n raport cu produsul interior (1.1.2). Dacă operatorii adjuncţi sunt, respec-
tiv,

∂∗h : Ap,q(T̃ ′M)→ Ap−1,q(T̃ ′M), (∂hΨ,Φ) = (Ψ, ∂∗hΦ),

∂̄∗h : A(p,q)(T̃ ′M)→ Ap,q−1(T̃ ′M), (∂̄hΨ,Φ) = (Ψ, ∂̄∗hΦ),

atunci expresia operatorului ∂̄∗h pentru Φ ∈ Ap,q(T̃ ′M), necesar definirii
Laplacianului, este:

(∂̄∗h)i1...ipj̄1...j̄q =(−1)p+1

n∑
k,l=1

g l̄kδk(Φi1...ip l̄j̄2...j̄q)

+ termeni de ordin zero in Φ.

Operatorul Laplace orizontal pentru forme orizontale este

�h : Ap,q(T̃ ′M)→ Ap,q(T̃ ′M), �h = ∂̄h ◦ ∂̄∗h + ∂̄∗h ◦ ∂̄h. (1.1.3)

Expresia acestui operator este dată ı̂n

Teorema 1.1.1. [Z-Z1] Dacă (M,F ) este o varietate Finsler complexă tare
pseudoconvexă, iar Φ este o formă diferenţială orizontală de tip (p, q) pe

T̃ ′M , atunci

(�hΦ)i1...ipj̄1...j̄q =−
n∑

k,l=1

g l̄k
{
δk ◦ δl̄(Φi1...ipj̄1...j̄q)

−
q∑

k=1

(−1)k−1[δi, δj̄k ]Φi1...ip l̄j̄1...
̂̄jk...j̄q

}
+ termeni de ordin ≤ 1.
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Pe o varietate Finsler tare Kähler, datorită simetriei coeficienţilor orizon-
tali ai conexiunii Chern-Finsler, L i

jk = L i
kj, rezultatul anterior devine

Teorema 1.1.2. [Z-Z1] Dacă (M,F ) este o varietate Finsler tare Kähler,

iar Φ este o formă diferenţială orizontală de tip (p, q) pe T̃ ′M , atunci

(�hΦ)i1...ipj̄1...j̄q =−
n∑

k,l=1

g l̄k∇δk ◦ ∇δl̄
Φi1...ipj̄1...j̄q

+
n∑

k,l=1

q∑
m=1

g l̄k[∇δk ,∇δj̄m
]Φ

i1...ip l̄j̄1...
̂̄jm...j̄q .

1.2 Grupuri Lie complexe

Un grup Lie complex este un grup G care este ı̂n acelaşi timp varietate
complexă, astfel ı̂ncât operaţia de ı̂nmulţire φ : G × G → G, φ(u, v) = u · v
şi inversa u ∈ G 7→ u−1 ∈ G sunt olomorfe [WHC].

Fie G un grup Lie complex de dimensiune n. Algebra sa Lie, notată cu
g, are ca spaţiu vectorial de bază spaţiul tangent olomorf T 1,0

e G ı̂n elementul
identitate e ∈ G.

Urmărind ideile din [GSI], considerăm {Eα}, α = 1, . . . , n o bază a alge-
brei Lie g şi χα, α = 1, . . . , n, baza duală a 1-formelor Maurer-Cartan, adică
χα(Eβ) = δαβ , (α, β = 1, . . . , n). Eα sunt câmpuri vectoriale olomorfe, iar χα

sunt 1-forme olomorfe stâng invariante.
O formă diferenţială η se numeşte stâng-invariantă dacă este invariantă

la orice translaţie la stânga La(a ∈ G), adică dacă L∗aη = η pentru orice
element a ∈ G, unde L∗a este aplicaţia cotangentă olomorfă a lui La. Rezultă
că orice formă stâng invariantă trebuie să fie olomorfă. Pentru un element
U ∈ g şi un element η ı̂n spaţiul dual g∗, η(U) este constant pe G. Dacă
d = ∂ + ∂̄ este descompunerea uzuală a derivatei exterioare, atunci

∂η(U, V ) = −η([U, V ]), (1.2.4)

unde U, V sunt elemente ale algebrei g şi η este un element al dualului.
Notând

[Eβ, Eγ] = C α
β γEα, (1.2.5)

relaţia (1.2.4) implică

∂χα = −1

2
C α
β γχ

β ∧ χγ. (1.2.6)
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Constantele complexe C α
β γ se numesc constantele de structură ale algebrei

Lie g ı̂n raport cu baza olomorfă {E1, . . . , En}. Aceste constante nu sunt
arbitrare, ci trebuie să satisfacă relaţiile

[Eα, Eβ] + [Eβ, Eα] = 0 (1.2.7)

şi
[Eα, [Eβ, Eγ]] + [Eβ, [Eγ, Eα]] + [Eγ, [Eα, Eβ]] = 0 (1.2.8)

oricare ar fi α, β, γ = 1, . . . , n, adică

C α
β γ + C α

γ β = 0 (1.2.9)

şi
C ρ
α βC δ

γ ρ + C ρ
β γC

δ
α ρ + C ρ

γ αC δ
β ρ = 0. (1.2.10)

Ecuaţiile (1.2.6) se numesc ecuaţiile Maurer-Cartan olomorfe.
Datorită ecuaţiei (1.2.5), constantele de structură sunt componentele unui

tensor olomorf pe T 1,0
e G de tip (1, 2). Putem defini un nou tensor olomorf pe

T 1,0
e G prin

Cαβ = C ρ
α σC σ

ρ β (1.2.11)

ı̂n raport cu baza olomorfă stâng-invariantă {Eα} (α = 1, . . . , n) a algebrei
g. Este uşor de verificat faptul că acest tensor olomorf este simetric. De
asemenea, se poate arăta că o condiţie necesară şi suficientă pentru ca grupul
Lie complex G să fie semisimplu este ca matricea complexă (Cαβ)n×n să fie
inversabilă.

În raport cu un sistem de coordonate locale complexe (u1, . . . , un) pe
grupul G, câmpurile vectoriale olomorfe Eα, α = 1, . . . , n, pot fi exprimate
prin Eα = χiα

∂
∂ui

. Deoarece grupul Lie G este paralelizabil complex [WHC],
matricea de tip n× n (χiα) are rangul n şi prin urmare, notând

gij = χiαχ
j
βCαβ, (1.2.12)

unde (Cαβ)n×n este matricea inversă matricei (Cαβ)n×n, obţinem o matrice
simetrică şi pozitiv definită, (gij)n×n. Aşadar, putem defini o metrică rie-
manniană olomorfă g pe G prin intermediul formei pătratice complexe

ds2 = gjkdu
j ⊗ duk, (1.2.13)

unde (gjk)n×n este matricea inversă matricei (gjk)n×n, mai exact, avem gjk =

Cβγχ
β
j χ

γ
k. Mai mult, această metrică olomorfă este complet determinată de

grupul Lie complex G.
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Definim n câmpuri vectoriale olomorfe covariante χα (α = 1, . . . , n) pe
G, cu componentele locale χαi (i = 1, . . . , n) date de

χαi = Cαβχjβgij. (1.2.14)

Considerăm de asemenea cele n2 1-forme liniare olomorfe ωij = Γ i
jkdu

k definite
local de coeficienţii olomorfi

Γ i
jk = χiα

∂χαj
∂uk

, (1.2.15)

care pot fi exprimaţi de asemenea prin

Γ i
jk = −χαj

∂χiα
∂uk

. (1.2.16)

Aceştia reprezintă coeficienţii locali ai unei conexiuni olomorfe stâng-invariante
∇ a grupului Lie G.

Se poate verifica uşor că pe intersecţia U∩U ′ a două hărţi locale, 1-formele
olomorfe ωij se schimbă după regulile

∂u′k

∂uj
ω′ik =

∂u′i

∂uk
ωkj −

∂2u′i

∂ul∂uj
dul.

Următorul pas natural este considerarea torsiunii conexiunii definite an-
terior. Ca ı̂n cazul grupurilor Lie reale (vezi [GSI, RH]), tensorul olomorf de
curbură se va scrie

T i
jk =

1

2
χiα

(
∂χαj
∂uk
− ∂χαk
∂uj

)
(1.2.17)

sau, folosind ecuaţiile (1.2.5) şi ecuaţiile Maurer-Cartan olomorfe (1.2.6),

T i
jk =

1

2
C α
β γχ

i
αχ

β
j χ

γ
k. (1.2.18)

Totodată, considerând coeficienţii locali ai conexiunii Levi-Civita olomorfe
◦
∇ ı̂n raport cu metrica olomorfă g = ds2 din (1.2.13) a grupului G, aceştia
pot fi exprimaţi ca

◦
Γ

i
jk =

1

2
χiα

(
∂χαj
∂uk

+
∂χαk
∂uj

)
, (1.2.19)

de unde rezultă că
Γ i
jk =

◦
Γ

i
jk + T i

jk. (1.2.20)
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1.3 Operatori Laplace pentru funcţii olomorfe

pe G

În această secţiune, introducem un operator Laplace ce acţionează asupra
funcţiilor olomorfe definite pe grupul Lie complex G, operator ce depinde de
tensorul metric olomorf dat pe G.

Notăm ω = χ1 ∧ · · · ∧ χn, unde χi, i = 1, . . . , n sunt elementele bazei 1-
formelor olomorfe definite ı̂n Secţiunea 1.2. Atunci ω este o n-formă olomorfă
stâng-invariantă nicăieri nulă, numită elementul de volum olomorf. Aceasta
poate fi utilizată pentru a defini divergenţa unui câmp vectorial olomorf U =
UαEα prin div(U)ω = ∂(iUω).

O proprietate utilă a divergenţei este

div(fU) = Uf + f divU

pentru un câmp vectorial olomorf U şi o funcţie olomorfă f definită pe G.
Mai notăm că pentru un câmp vectorial olomorf dat U = UαEα pe G, avem

divU = Eα(Uα). (1.3.21)

Fie acum G un grup Lie complex semisimplu cu metrica riemanniană
olomorfă

g = gijdu
i ⊗ duj, gij = Cαβχ

α
i χ

β
j . (1.3.22)

Un calcul simplu conduce la g(Eα, Eβ) = Cαβ, iar tensorul metric olomorf
g va fi utilizat acum pentru a defini gradientul unei funcţii olomorfe f definită
pe G. Dacă grad f = V βEβ este un câmp vectorial olomorf exprimat ı̂ntr-
o hartă locală, atunci definiţia clasică g(U, grad f) = Uf aplicată pentru
U = UαEα implică V β = Cβα(Eαf), prin urmare

grad f = Cβα(Eαf)Eβ. (1.3.23)

Putem defini acum un operator Laplace pentru funcţii olomorfe pe G prin

∆f = (div ◦ grad)f = CβαEβ(Eαf). (1.3.24)

În coordonate locale, regăsim acum forma clasică a Laplacianului unei funcţii,
ı̂n cazul grupurilor Lie complexe:

∆f = gij
(

∂2f

∂ui∂uj
− Γ k

ji

∂f

∂uk

)
. (1.3.25)
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Deoarece
∂2f

∂ui∂uj
− Γ k

ji

∂f

∂uk
= ∇i∇jf,

unde ∇k este derivata covariantă ı̂n raport cu conexiunea olomorfă stâng-
invariantă∇ definită ı̂n Secţiunea 1.2, aceasta conduce la următoarea formulă
pentru operatorul Laplace pentru funcţii olomorfe pe G:

∆f = gij∇i∇jf. (1.3.26)

Observaţia 1.3.1. Dacă grupul G nu este semisimplu, atunci putem defini
o metrică riemanniană olomorfă pe G prin

h = hijdu
i ⊗ duj, hij = δαβχ

α
i χ

β
j , (1.3.27)

iar calcule similare celor de mai sus conduc la următoarea expresie locală a
Laplacianului:

∆f = E2
αf = hij∇i∇jf. (1.3.28)

Observaţia 1.3.2. Notând cu
◦
∇ derivata covariantă ı̂n raport cu conexiunea

Levi-Civita, din ı̂nlocuirea relaţiei (1.2.20) ı̂n (1.3.25) rezultă

∆f = gij
(

∂2f

∂ui∂uj
−
◦
Γ

k
ji

∂f

∂uk

)
− T kji

∂f

∂uk

= gij
◦
∇i

◦
∇j f − T kji

∂f

∂uk
,

astfel că o funcţie olomorfă armonică f pe G trebuie să satisfacă identitatea

T kji
∂f

∂uk
= gij

◦
∇i

◦
∇j f. (1.3.29)

Să notăm că T ijk este tensorul olomorf de torsiune al conexiunii olomorfe din
(1.2.15).

Vom calcula expresiile locale ale Laplacianului ı̂n două cazuri particulare.

Exemplul 1.3.1. Considerăm varietatea complexă standard 4-dimensională
C4 cu coordonatele olomorfe (z1, z2, z3, z4) şi următoarea regulă multiplica-
tivă:

(z1, z2, z3, z4) · (w1, w2, w3, w4) =

=
(
z1eλw

3

+ w1, z2e−λw
3

+ w2, z3 + w3, z4 + w4 − λz1w2eλw
3
)
, (1.3.30)
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unde λ este un parametru nenul. Legea multiplicativă anterioară ı̂nzestrează
varietatea C4 cu o structură Lie complexă non-abeliană. Pentru λ = 0,
obţinem grupul Lie abelian uzual C4, ca urmare vom considera aici λ 6= 0.
Vom nota cu G grupul Lie complex non-abelian C4 ı̂nzestrat cu legea de
multiplicare (1.3.30).

Este uşor de văzut că următoarele câmpuri vectoriale olomorfe stâng-
invariante, date prin

Z1 =
∂

∂z1
, Z2 =

∂

∂z2
−λz1 ∂

∂z4
, Z3 = λz1 ∂

∂z1
−λz2 ∂

∂z2
+

∂

∂z3
, Z4 =

∂

∂z4

(1.3.31)
formează o bază a algebrei Lie olomorfe g a grupului G. Avem C γ

αβ = 0,

α, β, γ = 1, 4, cu următoarele excepţii:

C 4
12 = −λ, C 1

13 = λ, C 2
23 = −λ.

În consecinţă, câmpul tensorial introdus ı̂n (1.2.11) se va anula, adică Cαβ = 0
pentru orice α, β = 1, 4, ceea ce ı̂nseamnă că grupul G nu este semisimplu.
Atunci, conform relaţiei (1.3.28), operatorul Laplace ∆ ce acţionează asupra
funcţiilor olomorfe f ∈ H(C4) este

∆f =
∑
α

Z2
αf = Z2

1f + Z2
2f + Z2

3f + Z2
4f.

Astfel, un calcul simplu utilizând câmpurile vectoriale olomorfe din (1.3.31)
ne conduce la

∆f =
(
1 + λ2(z1)2

) ∂2f

∂(z1)2
+
(
1 + λ2(z2)2

) ∂2f

∂(z2)2
+

∂2f

∂(z3)2

+
(
1 + λ2(z1)2

) ∂2f

∂(z4)2
− 2λ2z1z2 ∂2f

∂z1∂z2
+ 2λz1 ∂2f

∂z1∂z3

− 2λz2 ∂2f

∂z2∂z3
− 2λz1 ∂2f

∂z2∂z4
+ λ2z1 ∂f

∂z1
+ λ2z2 ∂f

∂z2
.

Exemplul 1.3.2. Fie G = C∗ × C cu ı̂nmulţirea

(z1, z2) ◦ (w1, w2) =

(
z1w1,

1

2
wz1w2 + z2(w1)2

)
şi fie câmpurile vectoriale Z1 = z1 ∂

∂z1 +2z2 ∂
∂z2 , Z2 = z1 ∂

∂z2 . Atunci (G, ◦) este
un grup Lie complex cu algebra Lie olomorfă g = span{Z1, Z2}. Mai mult,
G nu este semisimplu, după cum se poate vedea calculând tensorul Cαβ, ca
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ı̂n exemplul anterior. Avem prin urmare ∆f = Z2
1f + Z2

2f , din care rezultă
următoarea formă a Laplacianului:

∆f = (z1)2 ∂2f

∂(z1)2
+
(
(z1)2 + 4(z2)2

) ∂2f

∂(z2)2

+ 4z1z2 ∂2f

∂z1∂z2
+ z1 ∂f

∂z1
+ 4z2 ∂f

∂z2
.

Propoziţia 1.3.1. Are loc identitatea:

[∆, Eα] = 2(hijχkα − hikχjα)Γ l
jk

∂2

∂ui∂ul
, (1.3.32)

unde hij = δαβχiαχ
j
β, iar Γ l

jk sunt coeficienţii locali ai conexiunii olomorfe ∇.

Vom ilustra această proprietate ı̂n cazul grupului Lie complex GL(n,C).

Exemplul 1.3.3. Deoarece dim(GL(n,C)) = n2, toţi indicii din cazul gen-
eral vor fi ı̂nlocuiţi cu perechi de indici, de exemplu α devine

(
α
β

)
, i devine

( im), etc. Convenim ca aceste perechi să fie rescrise ı̂ntr-o manieră care va fi
clară din cele ce urmează.

Mai ı̂ntâi, fie u ∈ GL(n,C) o matrice complexă cu elementele {Aαi }, astfel
ı̂ncât un câmp vectorial olomorf stâng-invariant va fi notat prin

Eβ
α := E(αβ) = χ

( im)
(αβ)

∂

∂u( im)
=: χiβαm

∂

∂uim
,

unde χiβαm
∂

∂uim
= δiαA

β
m (vezi [I-I]). Metrica riemanniană olomorfă este

h( im)(jn) =: hijmn = δαβδνµχ
iν
αmχ

jµ
βn

(grupul GL(n,C) nu este semisimplu). Coeficienţii locali ai conexiunii olo-
morfe definite ı̂n Secţiunea 1.2 sunt

Γ
(lq)

(jn) (kp)
=: Γlnpjkq = χεnjτ

∂χlτεq
∂ukp

.

Aceste relaţii implică, după calcule,

[∆, Eγ]f = 2
(
hijmnχ

kσ
γp − hikmpχjσγn

)
Γlnpjkq

∂2f

∂uim∂u
l
q

= 2

(
δνµA

ν
mA

σ
p

∂Aµq
∂ukp
− δνµAνmAµp

∂Aσq
∂ukp

)
∂2f

∂uim∂u
l
q

.
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1.4 Ultim multiplicatori olomorfi pentru

câmpuri vectoriale olomorfe pe G

Elementul de volum olomorf ω introdus pe G ı̂n Secţiunea 1.3 va fi uti-
lizat acum pentru a introduce noţiunea de ultim multiplicator olomorf. Cal-
culele sunt similare celor realizate ı̂n cazul varietăţilor diferenţiabile de M.
Crâşmăreanu [CM1, CM4] sau ı̂n cazul varietăţilor complexe, de M. Crâşmăreanu
şi C. Ida, [C-I-P2]. Mai exact, considerăm un câmp vectorial olomorf de
forma U = U i ∂

∂ui
, θ = iUω şi fie

dui

dt
= U i(u1(t), . . . , un(t)), 1 ≤ i ≤ n, t ∈ R

un sistem de ecuaţii diferenţiale complexe pe G definit de câmpul vectorial
olomorf U .

Definiţia 1.4.1. O funcţie olomorfă µ pe G se numeşte ultim multiplicator
olomorf al sistemului de ecuaţii diferenţiale complexe generat de U (sau ultim
multiplicator olomorf pentru U) dacă

∂(µθ) := ∂µ ∧ θ + µ · ∂θ = 0. (1.4.33)

Propoziţia 1.4.1. O funcţie olomorfă µ pe G este un ultim multiplicator
olomorf pentru câmpul vectorial olomorf U dacă şi numai dacă

U(µ) + µ · divU = 0. (1.4.34)

Este interesant acum de determinat un ultim multiplicator olomorf al
unui câmp vectorial olomorf U de tip divergenţă, adică µ = div V pentru un
câmp vectorial olomorf arbitrar V pe G.

Propoziţia 1.4.2. Dacă V este un câmp vectorial olomorf care satisface
condiţia LULV ω = 0, atunci µ = div V este un ultim multiplicator olomorf
pentru câmpul vectorial olomorf U .

Următorul pas al studiului este investigarea ultim multiplicatorilor olo-
morfi ai câmpurilor vectoriale olomorfe de tip gradient definite pe grupul
Lie complex G ı̂nzestrat cu o metrică riemanniană olomorfă (de exemplu,
metricile g sau h din Secţiunea 1.3).

Propoziţia 1.4.3. Fie G un grup Lie complex ı̂nzestrat cu o metrică olo-
morfă g. Dacă f, µ sunt funcţii olomorfe pe G astfel ı̂ncât f este un ultim
multiplicator olomorf pentru gradµ, iar µ este un ultim multiplicator olomorf
pentru grad f , atunci fα este o funcţie olomorfă armonică pe G.
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Corolarul 1.4.1. Dacă G este un grup Lie complex ı̂nzestrat cu o metrică
olomorfă g, iar f este o funcţie olomorfă pe G, atunci µ este un ultim mul-
tiplicator olomorf pentru U = gradµ dacă şi numai dacă µ2 este o funcţie
olomorfă armonică pe G.

Corolarul 1.4.2. Dacă G este un grup Lie complex ı̂nzestrat cu o metrică
olomorfă g, iar f este o funcţie olomorfă pe G, atunci µ2 este o funcţie
olomorfă armonică pe G dacă şi numai dacă

µ∆µ+ g(gradµ, gradµ) = 0.



Capitolul 2

Algebroizi Lie olomorfi

Algebroizii Lie reprezintă o generalizare a algebrelor Lie şi a distribuţiilor
integrabile. Ei sunt fibrate vectoriale ”ancorate” pe fibratul tangent al va-
rietăţii bază, având un croşet definit pe modulul secţiunilor. Algebroizii Lie
oferă un cadru natural pentru dezvoltarea teoriei unor operatori diferenţiali
precum derivata exterioară a formelor diferenţiale sau derivata Lie ı̂n raport
cu un câmp vectorial. Acest cadru este mai general decât cel al fibratelor
tangent si cotangent ale unei varietăţi şi produsele acestora.

Principalele exemple de algebroizi Lie olomorfi sunt reprezentate de fi-
bratul tangent olomorf T ′M al unei varietăţi complexe, de fibratul cotangent
al unei varietăţi Poisson, sau de distribuţiile complexe involutive. Acestea
din urmă sunt acele subfibrate olomorfe ale varietăţilor complexe, care sunt
ı̂nchise ı̂n raport cu paranteza Lie (a se vedea [MCM] pentru mai multe de-
talii ı̂n cazul real). Alte exemple pot fi obţinute din cele prezentate ı̂n [I-P],
ı̂n cazul varietăţilor complexe (varietăţi Poisson complexe, prelungirea unui
algebroid Lie, structuri produs).

Algebroizii Lie sunt un domeniu de cercetare deosebit de activ, cu aplicaţii
ı̂n multe ramuri ale matematicii şi fizicii. Un exemplu binecunoscut este
studiul lui A. Weinstein [WA1] ı̂n mecanică. El a dezvoltat o teorie generală
a lagrangienilor pe algebroizi Lie şi a obţinut ecuaţiile Euler-Larange folosind
dualul unui algebroid Lie şi transformări Legendre asociate unui Lagrangian
regulat. E. Martinez [ME1, ME2] a dezvoltat formalismul lui Klein pe al-
gebroizi Lie definind noţiunea de prelungire a unui algebroid pentru care a
utilizat o aplicatie diferenţiabilă. El a propus un formalism ı̂n care fibratele
tangente la E şi E∗ sunt ı̂nlocuite prin prelungirile acestora, T E şi T E∗.
Mai recent, algebroizii Lie au fost investigaţi de M. Anastasiei [AM1, AM2]
şi L. Popescu [PL1, PL2].

13
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În geometria complexă, câteva proprietăţi ale algebroizilor Lie complecşi
şi olomorfi au fost studiate ı̂n [I-P], [L-S-X]. Capitolul de faţă analizează
noţiuni specifice din teoria algebroizilor Lie reali ı̂n cazul algebroizilor Lie
olomorfi, considerând obiecte geometrice olomorfe.

2.1 Noţiuni introductive

Fie M o varietate complexă n-dimensională şi E un fibrat vectorial olomorf
de rang m peste M . Aceasta ı̂nseamnă că schimbările de hărţi vectoriale pe
E se fac olomorf. Notăm cu π : E → M proiecţia olomorfă a fibratului,
cu Γ(E), modulul secţiunilor olomorfe ale lui π şi fie TCM = T ′M ⊕ T ′′M
fibratul tangent complexificat al varietăţii M , descompus ı̂n fibratul tangent
olomorf şi cel antiolomorf.

Pe un fibrat vectorial (E, π,M), definiţia unei legi de derivare este D :
χ(M)×Γ(E)→ Γ(E), DXs, astfel ı̂ncât DfXs = fDXs şi DX(fs) = fDXs+
X(f). Aceste noţiuni au sens şi pe fibrele lui E, dar paranteza Lie [s1, s2]f ,
unde s1, s2 ∈ Γ(E), nu are semnificaţie matematică. Aceasta este problema
de la care a pornit ı̂n definirea noţiunii de algebroid.

Definiţia 2.1.1. Fibratul vectorial olomorf E peste M se numeşte ancorat
dacă există un morfism olomorf de fibrate vectoriale ρ : E → T ′M , numit
aplicaţie ancoră sau, pe scurt, ancoră.

Notăm cu Γ(T ′M) modulul secţiunilor olomorfe ale fibratului tangent
olomorf T ′M , adică mulţimea câmpurilor vectoriale olomorfe pe M , şi cu
H(M) inelul funcţiilor olomorfe pe M .

Folosind aplicaţia ancoră, putem defini o paranteză Lie pe E cu ajutorul
parantezei Lie de pe T ′M , prin

ρ([s1, s2]E) = [ρ(s1), ρ(s2)]T ′M , (2.1.1)

s1, s2 ∈ Γ(E). Pentru orice f ∈ H(M),

ρ([s1, fs2]E) = [ρ(s1), ρ(fs2)]T ′M

= [ρ(s1), fρ(s2)]T ′M

= f [ρ(s1), ρ(s2)]T ′M + ρ(s1)(f)ρ(s2).

Definiţia 2.1.2. Un algebroid Lie olomorf pesteM este un triplet (E, [·, ·]E, ρE),
unde E este un fibrat vectorial olomorf ancorat peste M , [·, ·]E este o paran-
teză Lie pe Γ(E) şi ρE : Γ(E) → Γ(T ′M) este omomorfismul de module
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complexe indus de ancora ρ astfel ı̂ncât

[s1, fs2]E = f [s1, s2]E + ρE(s1)(f)s2 (2.1.2)

pentru orice s1, s2 ∈ Γ(E) şi orice f ∈ H(M).

Observaţia 2.1.1. Ecuaţia (2.1.1) este o consecinţă a acestei definiţii [MCM]
şi semnifică faptul că ρE : (Γ(E), [·, ·]E) → (Γ(T ′M), [·, ·]) este un omomor-
fism de algebre Lie complexe.

Paranteza Lie [·, ·]E satisface identitatea lui Jacobi

[s1, [s2, s3]E]E + [s2, [s3, s1]E]E + [s3, [s1, s2]E]E = 0. (2.1.3)

Pe un algebroid Lie olomorfE, putem introduce diferenţiala dE : Γ(∧kE∗)→
Γ(∧k+1E∗) ı̂n manieră clasică, prin

dEϕ(s0, . . . , sk) =
k∑
i=0

(−1)iρE(si)(ϕ(s0, . . . , ŝi, . . . , sk))+

+
∑
i<j

(−1)i+jϕ([si, sj]E, s0, . . . , ŝi, . . . , ŝj, . . . , sk), (2.1.4)

unde ϕ ∈ Γ(∧kE∗) şi si ∈ Γ(E), i = 1, k.

Exemplul 2.1.1. Un exemplu interesant de algebroid este reprezentat de fi-
bratul proiectiv PM asociat unei varietăţi Finsler complexe (M,F ), dimM =
n. Pentru o astfel de varietate [MG1], reamintim că F : T ′M → R+ este o
funcţie omogenă F (z, η) ce depinde de poziţia z ∈M şi de direcţia η ∈ T ′zM ,
cu proprietatea F (z, λη) = |λ|F (z, η), ∀λ ∈ C∗.

Pentru orice secţiune nenulă η = (η1, . . . , ηn) ∈ T ′zM , considerăm coor-
donatele omogene [η] care determină PzM , liniile complexe ı̂n T ′zM pentru
fiecare z ∈ M . Reuniunea tuturor acestor linii constituie fibratul proiectiv
PM = T ′M/C∗ , care are o structură naturală de fibrat vectorial olomorf, cu
proiecţia naturală p(z; [η]) = z şi rangPM = n− 1. Dacă M este compactă,
atunci PM este o varietate complexă compactă de dimensiune 2n− 1.

Deoarece η este o secţiune nenulă, putem presupune ηn 6= 0 (sau altă coor-
donată, ı̂n altă hartă locală) şi să considerăm aplicaţia ancoră ρPM : PM →
T ′M dată local ı̂n punctul z ∈ M prin ρPM(z, [η]) = l := 1

F (z,η)
η̄n

|ηn|η pentru

orice η ∈ T ′zM , nenulă. Este uşor de văzut că 1
F (z,η)

η̄n

|ηn|η
i ∂
∂zi

este o secţiune

globală a fibratului imagine inversă p∗T ′M peste varietatea complexă PM .
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Morfismul ρPM este bine definit, deoarece ρPM(z, [η]) = ρPM(z, [λη]), ∀λ ∈
C∗. Prin urmare, (PM, ρPM) este un algebroid Lie olomorf, cu paranteza Lie
definită ca o clasă de echivalenţă după cum urmează. Dacă notăm paranteza
Lie cu {·, ·} pentru a o deosebi de notaţia pentru clase de echivalenţă pe
PM , atunci putem defini {[η], [θ]}PM = [{ρ([η]), ρ([θ])}T ′M ] şi este uşor de
verificat că această paranteză Lie satisface proprietatea (2.1.2).

2.2 Expresii locale

Dacă (zk)k=1,n este un sistem de coordonate locale complexe peste U ⊂ M
şi {eα}α=1,m este un reper local al secţiunilor fibratului E peste U , atunci
(zk, uα) sunt coordonatele locale complexe pe π−1(U) ⊂ E, unde e = uαeα(z)
este un element al fibratului E.

Fie gUV : U ∩V → GL(m,C) funcţiile de tranziţie olomorfe ale fibratului
olomorf E. În punctul z ∈ U ∩ V , funcţiile gUV (z) sunt reprezentate de
matricea complexă de funcţii olomorfe

(
Mα

β (z)
)
, astfel ı̂ncât, dacă (z̃k, ũα)

sunt coordonatele locale pe π−1(V ), atunci acestea se schimbă după regulile

z̃k = z̃k(z), ũα = Mα
β (z)uβ. (2.2.5)

Matricea Jacobi a legilor de transformare (2.2.5) este ∂z̃k

∂zh
0

∂Mα
β

∂zh
uβ Mα

β

 (2.2.6)

Fie
(
W β
α

)
matricea inversă a matricei

(
Mα

β

)
şi fie {eα} o bază a secţiunilor

fibratului E, adică are loc descompunerea u = uαeα pentru orice u ∈ Γ(E).
Atunci, aceste secţiuni se schimbă după regulile ẽα = W β

α eβ.
Acţiunea ancorei olomorfe ρE poate fi descrisă local prin

ρE(eα) = ρkα
∂

∂zk
, (2.2.7)

iar paranteza Lie [·, ·]E este dată local prin

[eα, eβ]E = C γαβeγ. (2.2.8)

Funcţiile olomorfe ρkα = ρkα(z) şi C γαβ = C γαβ(z) definite pe M se numesc
funcţiile de structură olomorfe ale algebroidului Lie E. O schimbare de hărţi
locale pe E implică

ρ̃kα = W β
α ρ

h
β

∂z̃k

∂zh
. (2.2.9)
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Deoarece E este un fibrat vectorial olomorf, structura complexă naturală
acţionează asupra secţiunilor lui E prin JE(eα) = ieα şi JE(ēα) = −iēα.
Ca urmare, fibratul complexificat EC al lui E poate fi descompus ı̂n EC =
E ′ ⊕ E ′′. Baza locală a secţiunilor lui E ′ este {eα}α=1,m, iar pentru E ′′,
baza este reprezentată de conjugatele acestora, {ēα := eᾱ}α=1,m. Deoarece
ρE : E → T ′M este un omomorfism de module complexe, el poate fi extins ı̂n
mod natural la fibratul complexificat prin ρ′(eα) = ρE(eα) şi ρ′′(eᾱ) = ρE(eᾱ).
Aşadar, ancora poate fi descompusă ı̂n ρE = ρ′⊕ρ′′ pe fibratul complexificat,
cu ρk̄α = ρkᾱ = 0 şi ρk̄ᾱ = ρkα. Prin urmare, fibratele ancorate (E ′, ρ′, T ′M) şi
(E ′′, ρ′′, T ′′M) sunt algebroizi Lie complecşi (vezi şi [I-P]). Parantezele Lie
sunt definite prin

[eα, eβ]′ = [eα, eβ]E = C γαβeγ, [eᾱ, eβ̄]′′ = [eα, eβ]E = C γ̄
ᾱβ̄
eγ̄,

unde C γ̄
ᾱβ̄

= C γαβ. Pe fibratul complexificat EC, trebuie să luăm ı̂n considerare
şi parantezele Lie

[eα, eβ̄] = C γ
αβ̄
eγ + C γ̄

αβ̄
eγ̄, [eᾱ, eβ] = C γᾱβeγ + C γ̄ᾱβeγ̄.

Este evident că [eα, eβ̄] = [eᾱ, eβ], deci C γ̄
αβ̄

= C γ̄
αβ̄

şi C γ
αβ̄

= C γ̄ᾱβ.

Propoziţia 2.2.1. Funcţiile de structură ale algebroidului Lie complexificat
(EC, [·, ·], ρE) satisfac identităţile:

ρjα
∂ρiβ
∂zj
− ρjβ

∂ρiα
∂zj

= ρiγC
γ
αβ, ρiγC

γ

αβ̄
= −ρj̄

β̄

∂ρiα
∂z̄j

, ρīγ̄C
γ̄

αβ̄
= ρjα

∂ρī
β̄

∂zj
,

ρj̄ᾱ
∂ρīβ
∂z̄j
− ρj̄

β̄

∂ρīᾱ
∂z̄j

= ρīγ̄C
γ̄

ᾱβ̄
, ρīγ̄C

γ̄
ᾱβ = −ρjβ

∂ρīᾱ
∂zj

, ρiγC
γ
ᾱβ = ρj̄ᾱ

∂ρiβ
∂z̄j

.

În continuare, considerăm algebroidul dual E∗ şi complexificatul acestuia
E∗C = E ′∗ ⊕ E ′′∗, corespunzător valorilor proprii ±i ale structurii complexe
duale date de J∗E(eα) = ieα şi J∗E(eᾱ) = −ieᾱ, unde {eα, eᾱ} este cobaza duală,
adică au loc identităţile eα(eβ) = δαβ , eα(eβ̄) = 0 şi conjugatele acestora.

În acest caz, diferenţiala din relaţia (2.1.4) se poate extinde la formele din
ΩC(E) = Γ (Ωp,q(EC)) prin dE = ∂′E + ∂E + ∂̄E + ∂′′E, unde

∂′E : Ωp,q(EC)→ Ωp+2,q−1(EC), ∂E : Ωp,q(EC)→ Ωp+1,q(EC),

∂̄E : Ωp,q(EC)→ Ωp,q+1(EC), ∂′′E : Ωp,q(EC)→ Ωp−1,q+2(EC).

Spaţiul total al algebroidului Lie olomorf E are o structură de varietate
complexă, deoarece funcţiile de tranziţie Mα

β (z) sunt olomorfe. Considerăm
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fibratul tangent complexificat al lui E, TCE = T ′E ⊕ T ′′E, unde T ′E este
fibratul tangent olomorf şi T ′′E = T ′E.

Pe T ′E, un câmp natural de repere este
{

∂
∂zk
, ∂
∂uα

}
, care, datorită matricei

(2.2.6), se schimbă după regulile:

∂

∂zh
=
∂z̃k

∂zh
∂

∂z̃k
+
∂Mα

β

∂zh
uβ

∂

∂ũα
, (2.2.10)

∂

∂uβ
= Mα

β

∂

∂ũα
.

Cum E este varietate complexă, rezultă că
{

∂
∂zk
, ∂
∂uα

}
este o bază ı̂n T ′′E =

T ′E şi regulile sale de schimbare se deduc din (2.2.10) prin conjugare.
Ca aplicaţie ı̂ntre varietăţi, ancora olomorfă ρE indusă de ρ duce co-

ordonatele locale (zk, uα) de pe E ı̂n coordonatele (zk, ηk) pe T ′M , unde
ηk = uαρkα(z). O schimbare de hărţi locale implică maparea noilor coordo-
nate (z̃k, ũα) ı̂n (z′k, η′k), unde coordonatele locale ı̂ntr-o nouă hartă pe T ′M
sunt:

z′k = z′k(z), η′k = uγρhγ
∂z′k

∂zh
. (2.2.11)

Expresia locală a operatorului diferenţial ∂E pentru f ∈ H(M) este

∂Ef =
∂f

∂zk
ρkαe

α,

iar pentru ω ∈ Γ(E ′∗), ω = ωαe
α,

∂Eω =

(
∂ωβ
∂zi

ρiα −
1

2
ωγC

γ
αβ

)
eα ∧ eβ.

În particular, avem

∂Ez
k = ρkαe

α, ∂Ee
α = −1

2
C αβγeβ ∧ eγ.

2.3 Conexiuni liniare

Definiţia 2.3.1. O conexiune liniară pe algebroidul Lie olomorf (E, ρE, [., .]E)
este o aplicaţie ∇ : Γ(E)× Γ(E)→ Γ(E) ce satisface proprietăţile:

1) ∇ este R-biliniară;

2) ∇fuv = f∇uv pentru orice f ∈ C∞(M) şi u, v ∈ Γ(E);
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3) ∇ufv = (ρE(u)f) v + f∇uv pentru orice f ∈ C∞(M) şi u, v ∈ Γ(E);

4) ∇uv = ∇ūv̄.

O conexiune liniară poate fi interpretată ca o aplicaţie liniară ∇ : Γ(E)→
A1(E) dată prin ∇ : s 7→ ∇s, ∇s(u) = ∇su satisfăcând condiţiile 3) şi 4).
Ca ı̂n cazul oricărui fibrat olomorf, putem considera ı̂n raport cu câmpul de
repere olomorf {eα} 1-formele de conexiune θβα : Γ(E)→ C date de

∇seα = θβα(s)eβ, α = 1,m. (2.3.12)

Notând ∇eαeβ = Γ γ
αβeγ, avem θγβ(eα) = Γ γ

αβ. Pentru s = sαeα şi u = uβeβ,
acţiunea conexiunii liniare asupra secţiunilor din Γ(E) este

∇su = sα
{
ρkα
∂uγ

∂zk
+ Γ γ

αβu
β

}
eγ, (2.3.13)

de unde rezultă expresia 1-formei u 7→ ∇u, ∇u(s) = ∇su:

∇u =
(
ρ ◦ dEuγ + θγβ ◦ u

β
)
eγ. (2.3.14)

Considerând structura complexă naturală pe E, obţinem prin C-liniaritate
o conexiune liniară pe (EC, ρE, [., .]E) ce acţionează asupra secţiunilor din
Γ(E ′) şi Γ(E ′′) astfel:

∇eαeβ = Γ γ
αβeγ + Γ γ̄

αβeγ̄ ; ∇eαeβ̄ = Γ γ

αβ̄
eγ + Γγ̄

αβ̄
eγ̄ ; (2.3.15)

∇eᾱeβ = Γ γ
ᾱβeγ + Γ γ̄

ᾱβeγ̄ ; ∇eᾱeβ̄ = Γ γ

ᾱβ̄
eγ + Γ γ̄

ᾱβ̄
eγ̄ .

Conexiunea ∇ satisface condiţia 4) din definiţia anterioară, deci Γ γ
αβ = Γ γ̄

ᾱβ̄
,

Γ γ̄
αβ = Γ γ

ᾱβ̄
, etc.

Formele de conexiune θβα extinse pe EC se numesc de tip (1, 0) dacă
θβα(s) = 0 pentru orice s ∈ Γ(E ′′), mai exact au loc identităţile ∇eαeβ̄ =
∇eᾱeβ = 0.

Vom presupune că ∇ este o conexiune complexă [I-P] ı̂n raport cu JE,
adică (∇uJE)(v) = JE(∇uv). În acest caz, ∇ păstrează distribuţiile Γ(E ′) şi
Γ(E ′′).

Considerăm ı̂n continuare pe (E, ρE, [., .]E) un produs scalar hermitian
g : Γ(E)×Γ(E)→ C, ceea ce ı̂nseamnă că pe lângă liniaritatea ı̂n primul ter-
men, acesta satisface egalitatea g(u, v) = g(v, u). Conexiunea ∇ se numeşte
metrică ı̂n raport cu g dacă ∇g = 0, unde

(∇sg)(u, v) = ρ(s)(g(u, v))− g(∇su, v)− g(u,∇sv), ∀s, u, v ∈ Γ(E).
(2.3.16)
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La fel ca ı̂n cazul fibratelor hermitiene, există şi ı̂n acest caz o unică
conexiune liniară metrică ı̂n raport cu g, de tip (1, 0), având componentele

θδβ(eα) = gγ̄δρkα
∂gβγ̄
∂zk

. (2.3.17)

Torsiunea unei conexiuni liniare complexe ∇ pe algebroidul olomorf E
este definită ca de obicei prin T (u, v) = ∇uv −∇vu− [u, v]E. Extensia sa la
secţiunile din Γ(EC) are componentele locale T γ

αβeγ := T (eα, eβ), etc. date
de

T γ
αβ = Γ γ

αβ − Γ γ
βα − C

γ
αβ

T γ

αβ̄
= Γ γ

αβ̄
− C γ

αβ̄
(2.3.18)

T γ̄

αβ̄
= Γ γ̄

αβ̄
− C γ̄

αβ̄

şi conjugatele acestora.
Tot ı̂n manieră clasică, curbura conexiunii liniare complexe∇ esteR(u, v)s =

∇u∇vs−∇v∇us−∇[u,v]Es, unde u, v, s ∈ Γ(E). Pe fibratul complexificat EC,

componentele sale locale sunt R(eα, eβ)eγ =: R δ
γ;αβeδ, R(eα, eβ)eγ̄ =: R δ̄

γ̄;αβeδ̄,
etc., unde

R δ
γ;αβ = Γ σ

βγΓ
δ
ασ − Γ σ

αγΓ
δ
βσ − C σαβΓ δ

σγ + ρkα
∂Γ δ

βγ

∂zk
− ρkβ

∂Γ δ
αγ

∂zk
,

R δ̄
γ̄;αβ = Γ σ̄

βγ̄Γ
δ̄
ασ̄ − Γ σ̄

αγ̄Γ
δ̄
βσ̄ − C σαβΓ δ̄

σγ̄ + ρkα
∂Γ δ̄

βγ̄

∂zk
− ρkβ

∂Γ δ̄
αγ̄

∂zk
, (2.3.19)

R δ
γ;αβ̄ = Γ σ

β̄γΓ
δ
ασ − Γ σ

αγΓ
δ
β̄σ − C

σ
αβ̄Γ δ

σγ − C σ̄αβ̄Γ δ
σ̄γ + ρkα

∂Γ δ
β̄γ

∂zk
− ρk̄β̄

∂Γ δ
αγ

∂zk̄
,

R δ̄
γ̄;αβ̄ = Γ σ̄

β̄γ̄Γ
δ̄
ασ̄ − Γ σ̄

αγ̄Γ
δ̄
β̄σ̄ − C

σ
αβ̄Γ δ̄

σγ̄ − C σ̄αβ̄Γ δ̄
σ̄γ̄ + ρkα

∂Γ δ̄
β̄γ

∂zk
− ρk̄β̄

∂Γ δ̄
αγ̄

∂zk̄
,

precum şi R δ
γ;ᾱβ̄

= R δ̄
γ̄;αβ, etc.

Conexiunea liniară complexă ∇ se descompune ı̂n

∇ = ∇′ +∇′′,

(conform cu [MG1]), unde ∇′ : Ωp,q(EC) → Ωp+1,q(EC) şi ∇′′ : Ωp,q(EC) →
Ωp,q+1(EC). Descompunerea curburii este

R = ∇′ ◦ ∇′ +∇′ ◦ ∇′′ +∇′′ ◦ ∇′ +∇′′ ◦ ∇′′,
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astfel ı̂ncât formele de conexiune şi de curbură pot fi scrise sub forma

θ = θ1,0 + θ0,1, R = R2,0 +R1,1 +R0,2.

Pentru o secţiune u ∈ Γ(EC) şi o funcţie f ∈ H(M), identitatea (2.3.14)
conduce la

∇′(fu) = ρ(u)∂Ef + f∇′u, ∇′′(fu) = ρ(u)∂̄Ef + f∇′′u,

astfel ı̂ncât, dacă forma de conexiune θ este de tip (1, 0), adică θ0,1 = 0,
atunci ∇ este de tip (1, 0) şi ∇′′ = ∂̄E. Afirmaţia reciprocă este de asemenea
adevărată.

2.4 Lifturi verticale şi complete

Fie f o funcţie olomorfă pe M . Liftul său vertical f v pe E este definit prin
f v(e) = f(π(e)), e ∈ E. Liftul vertical al unei secţiuni olomorfe Z ∈ Γhol(E),
Z = Zαeα, este un câmp vectorial pe E dat de

Zv(z, u) = Zα(z)
∂

∂uα
. (2.4.20)

În particular, evα = ∂
∂uα

.

Lema 2.4.1. Dacă Z, W sunt secţiuni olomorfe ale algebroidului E şi f este
o funcţie olomorfă pe M , atunci

(Z +W )v = Zv +W v, (fZ)v = f vZv, Zvf v = 0.

Liftul complet al unei funcţii olomorfe f pe M este funcţia olomorfă f c

definită pe E prin f c(e) = ∂Ef(e) = ρE(e)f . Exprimarea sa locală este

f c(e) = uαρkα
∂f

∂zk
. (2.4.21)

Lema 2.4.2. Dacă Z este o secţiune olomorfă a algebroidului E şi f, g sunt
funcţii olomorfe definite pe M , atunci

(f + g)c = f c + gc, (fg)c = f cgv + f vgc, Zvf c = (ρE(Z)f)v.

Liftul complet Zc al unei secţiuni olomorfe Z ∈ Γhol(E) este un câmp
vectorial pe E definit prin

Zc(z, u) = Zαρkα
∂

∂zk
+

(
ρkβ
∂Zα

∂zk
− ZγC αγβ

)
uβ

∂

∂uα
. (2.4.22)

În particular, ecα = ρkα
∂
∂zk
− C γαβuβ ∂

∂uγ
.
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Lema 2.4.3. Dacă Z este o secţiune olomorfă a algebroidului E şi f este o
funcţie olomorfă pe M , atunci

Zcf c = (ρE(Z)f)c, Zcf v = (ρE(Z)f)v.

Lema 2.4.4. Dacă Z şi W sunt secţiuni olomorfe pe E, atunci

[Zc,W c] = [Z,W ]cE, [Zc,W v] = [Z,W ]vE, [Zv,W v] = 0.

2.5 Semispray-uri şi spray-uri ale fibratelor

olomorfe ancorate

Urmărind construcţia din cazul real (descrisă, spre exemplu, ı̂n [AM1, AM2]),
noţiunea de semispray poate fi introdusă de asemenea ı̂n cazul unui fibrat
vectorial olomorf ancorat (E, π,M). Fie ρE aplicaţia ancoră, π∗, aplicaţia
tangentă a proiecţiei π şi τE : T ′E → E, fibratul tangent olomorf al fibratului
E.

Definiţia 2.5.1. O secţiune olomorfă S : E → T ′E se numeşte semispray
dacă satisface identităţile:

1) τE ◦ S = IdE,

2) π∗ ◦ S = ρE.

Fie c : I →M, I ⊂ R o curbă complexă pe varietatea bazăM şi c̃ : I → E
o curbă complexă pe fibratul E, astfel ı̂ncât π ◦ c̃ = c. Notăm cu ˙̃c câmpul
vectorial tangent la curba c̃.

Definiţia 2.5.2. Câmpul vectorial ˙̃c se numeşte admisibil dacă

π∗(˙̃c) = ρ(c̃). (2.5.23)

Local, avem c(t) = (zk(t)), c̃ = (zk(t), uα(t)) şi ˙̃c = dzk

dt
∂
∂zk

+ duα

dt
∂
∂uα

, cu

t ∈ I. Atunci, curba ˙̃c este admisibilă dacă şi numai dacă

dzk

dt
(t) = ρkα(z(t))uα(t), ∀t ∈ I.

Dacă descompunem secţiunea olomorfă S ca S = Zk ∂
∂zk

+Uα ∂
∂uα

, atunci,
folosind definiţia, rezultă că S este un semispray dacă şi numai dacă

Zk(z, u) = ρkα(z)uα. (2.5.24)



CAPITOLUL 2. Algebroizi Lie olomorfi 23

Coeficienţii Uα(z, u) sunt nedeterminaţi, de aceea, pentru facilitarea cal-
culelor, considerăm Uα = −2Gα şi obţinem

S = ρkαu
α ∂

∂zk
− 2Gα(z, u)

∂

∂uα
. (2.5.25)

Regulile de schimbare pentru coeficienţii semispray-ului S se obţin uti-
lizând matricea (2.2.6):

Z̃k =
∂z̃k

∂zh
Zh (2.5.26)

şi respectiv

G̃α = Mα
βG

β − 1

2

∂Mα
β

∂zk
uβρkγu

γ. (2.5.27)

Propoziţia 2.5.1. Un câmp vectorial S = ρkαu
α ∂
∂zk
− 2Gα ∂

∂uα
∈ Γ(T ′E)

este un semispray dacă şi numai dacă coeficienţii Gα verifică regulile de
transformare (2.5.27).

O curbă c : t 7→ (zi(t), uα(t)) pe E este o curbă integrală a semispray-ului
S dacă satisface sistemul de ecuaţii diferenţiale

dzi

dt
= ρkα(t)uα,

duα

dt
+ 2Gα(z, u) = 0. (2.5.28)

Propoziţia 2.5.2. Un câmp vectorial pe E este un semispray dacă şi numai
dacă toate curbele sale integrale sunt admisibile.

În continuare, dacă hλ : E → E este omotetia complexă descrisă de
hλ : e 7→ λe, cu λ ∈ C, e ∈ E, atunci un semispray S pe E se numeşte spray
dacă

S ◦ hλ = λhλ,∗ ◦ S, (2.5.29)

adică dacă funcţiile Gα sunt complex omogene de grad 2 ı̂n variabila u.
Dorim ı̂n continuare să studiem posibilitatea obţinerii unui spray din

problema variaţională. Primul pas ı̂n acest sens ı̂l reprezintă exprimarea
ecuaţiilor Euler-Lagrange pe algebroidul Lie olomorf E. Deoarece

d

dt
=
dzk

dt

∂

∂zk
+
dz̄k

dt

∂

∂z̄k
+
duα

dt

∂

∂uα
+
dūα

dt

∂

∂ūα
,

din sistemul (2.5.28) rezultă

d

dt

(
∂L

∂uβ

)
= ρkαu

α ∂2L

∂zk∂uβ
+ ρk̄ᾱū

α ∂2L

∂z̄k∂uβ
− 2Gαgαβ − 2Ḡαgβᾱ. (2.5.30)
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Propunem că ecuaţiile Euler-Lagrange ale algebroidului E sunt

d

dt

(
∂L

∂uβ

)
= ρkβ

∂L

∂zk
+ ρk̄β

∂L

∂z̄k
+Qα

β

∂L

∂uα
+Qᾱ

β

∂L

∂ūα
, (2.5.31)

unde ρk̄β = 0 deoarece E este olomorf, iar Qα
β şi Qᾱ

β trebuie determinaţi.

Teorema 2.5.1. Pe un algebroid Lie olomorf E ı̂nzestrat cu un Lagrangian
regulat L(z, u) şi un tensor metric hermitian gᾱβ cu det(gᾱβ) 6= 0, un spray
complex canonic este dat de

Gα =
1

2

(
gβ̄α

∂2L

∂zk∂ūβ
+

1

2
Wα
ε

∂M ε
β

∂zk
uβ
)
ρkγu

γ (2.5.32)

Observaţia 2.5.1. Dacă Lagrangianul este complex omogen pe E, atunci
spray-ul este complex omogen de grad 2 ı̂n u.



Capitolul 3

Conexiuni pe algebroizi Lie
olomorfi

Capitolul de faţă prezintă noţiuni specifice geometriei algebroizilor olomorfi.
Ca orice fibrat vectorial olomorf, spaţiul total al unui algebroid olomorf este o
varietate complexă. În acest capitol, prezentăm studiul geometriei spaţiului
total al unui algebroid olomorf, urmând modelul geometriei Lagrange.

Pentru studiul varietăţii complexeE, am considerat două abordări. Prima
este reprezentată de fibratul tangent olomorf T ′E al algebroidului, pe care la
rândul său introducem o structură naturală de algebroid Lie. Geometria fi-
bratului tangent olomorf T ′E este ”liniarizată” folosind o conexiune neliniară
pentru care, ı̂n raport cu bazele adaptate, studiem de asemenea o conexiune
liniară complexă distinsă.

Cea de-a doua abordare o reprezintă prelungirea olomorfă T ′E a unui al-
gebroid Lie olomorf. Folosind un lift complet, introducem tensorul Liouville şi
o structură aproape tangentă, pentru a defini un alt tip de conexiune neliniară
pentru prelungirea T ′E. Teorema 3.2.1 prezintă procedura de obţinere a unei
conexiuni neliniare pe T ′E dat fiind un spray pe T ′E. Împreună cu Teorema
2.5.1, putem afirma că am rezolvat problema determinarii reperelor adap-
tate, deci a ”liniarizării” geometriei unui algebroid olomorf ı̂nzestrat cu un
Lagrangian regulat L.

În ultima secţiune a capitolului, studiem posibilitatea inducerii unor struc-
turi Lagrange ı̂n cazul algebroizilor olomorfi, pornind de la structuri Lagrange
pe fibratul tangent olomorf al varietăţii bază, T ′M . Analizăm trei cazuri par-
ticulare, ı̂n funcţie de rangul aplicaţiei ancoră şi de dimensiunile varietăţii M
şi a fibrei E.

25
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3.1 Geometria spaţiului total al

algebroidului E

În această secţiune descriem două abordări ale fibratului tangent al unui al-
gebroid Lie olomorf E. Prima dintre acestea este studiul clasic al fibratului
tangent al lui E, iar cea de-a doua este reprezentată de prelungirea alge-
broidului E.

3.1.1 Fibratul tangent al unui algebroid Lie olomorf

Reamintim [MG1] că un spaţiu Lagrange complex este o pereche (M,L),
unde L : T ′M → R este un Lagrangian regulat, definit pe fibratul tangent
olomorf al unei variatăţi complexe. Obiectele geometrice care acţionează pe
un astfel de spaţiu Lagrange complex sunt secţiuni ale fibratului tangent
complexificat TC(T ′M) = T ′(T ′M)⊕ T ′′(T ′M).

Fibratul tangent olomorf T ′M al varietăţii complexe M este la rândul
său o varietate complexă, cu schimbările de coordonate locale de la (zh, ηh)
la (z′k, η′k) date de

z′k = z′k(z), η′k =
∂z′k

∂zh
ηh. (3.1.1)

Reperul natural
{

∂
∂zk
, ∂
∂ηk

}
ı̂ntr-un punct al spaţiului T ′(z,η)(T

′M) se schimbă

de la (zh, ηh) la (z′k, η′k) după regulile

∂

∂zh
=
∂z′k

∂zh
∂

∂z′k
+

∂2z′k

∂zj∂zh
ηj

∂

∂η′k
, (3.1.2)

∂

∂ηh
=
∂z′k

∂zh
∂

∂η′k
.

Considerăm E şi T ′M ca varietăţi şi demonstrăm că ancora ρ duce coor-
donatele locale (zk, uα) de pe E, cu schimbările (2.2.5), ı̂n coordonatele locale
(zk, ηk) de pe T ′M , cu schimbările (3.1.1). Mai mult, vom considera aceleaşi
hărţi locale pe M pentru E şi T ′M , adică vom avea aceleaşi schimbări de
coordonate z̃k(z) = z′k(z).

Ca aplicaţie ı̂ntre varietăţi, ancora olomorfă ρ duce (zk, uα) de pe E ı̂n
(zk, ηk) de pe T ′M , unde coordonatele direcţionale sunt date de

ηk = uαρkα(z). (3.1.3)



CAPITOLUL 3. Conexiuni pe algebroizi Lie olomorfi 27

(3.1.3) defineşte un sistem de coordonate pe T ′M . O schimbare de hărţi
locale implică transformarea (z̃k, ũα) ı̂n (z′k, η′k), unde z′k = z̃k(z) = z′k(z)
şi

η′k = ũαρ̃kα(z̃) = Mα
β u

βW γ
αρ

h
γ

∂z̃k

∂zh
= uγρhγ

∂z̃k

∂zh
= ηh

∂z′k

∂zh
,

adică regulile de schimbare (3.1.1) sunt ı̂ndeplinite, deci avem:

z′k = z′k(z), η′k = uγρhγ
∂z′k

∂zh
.

Aceste legi de transformare au următoarea matrice Jacobi:
∂z′k

∂zj
0

∂
∂zj

(
ρhγ

∂z′k

∂zh

)
uγ ρhβ

∂z′k

∂zh

 (3.1.4)

Notăm ı̂n continuare cu ρ∗ : TCE → TC(T ′M) aplicaţia tangentă a ancorei
ρE : Γ(E)→ Γ(T ′M) şi cu J∗T ′M : TC(T ′M)→ TC(T ′M), structura complexă
naturală pe TC(T ′M).

O structură complexă J∗E pe fibratul tangent complexificat TCE este un
endomorfism J∗E : TCE → TCE dat de

J∗E

(
∂

∂zk

)
= i

∂

∂zk
, J∗E

(
∂

∂zk

)
= −i ∂

∂zk
, (3.1.5)

J∗E

(
∂

∂uα

)
= i

∂

∂uα
, J∗E

(
∂

∂uα

)
= −i ∂

∂uα
.

Structura complexă J∗E satisface identităţile J∗E
2 = − IdTCE şi J∗T ′M ◦ρ∗ =

ρ∗ ◦ J∗E.
Descompunerea TCE = T ′E ⊕ T ′′E a fibratului tangent se datorează

structurii complexe J∗E, fibratele tangente olomorf şi antiolomorf ale lui E
corespunzând valorilor proprii ±i ale lui J∗E.

Am arătat că ancora olomorfă ρ duce coordonatele (zk, uα) dintr-o hartă
locală a varietăţii E ı̂n coordonatele (zk, ηk = uαρkα(z)) ı̂ntr-o hartă locală pe
ρ(E) ⊂ T ′M . Matricea Jacobi a morfismului ρ este δkh 0

∂ρkα
∂zh

uα ρhα


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Reperul natural pe TC(T ′M) este atunci
{

∂
∂zk
, ∂
∂ηk

, ∂
∂zk
, ∂
∂ηk

}
, iar acţiunea

aplicaţiei tangente ρ∗ este descrisă local pe ρ(E) prin

ρ∗

(
∂

∂zk

)
=:

∂∗

∂zk
=

∂

∂zk
+ uα

∂ρhα
∂zk

∂

∂ηh
, (3.1.6)

ρ∗

(
∂

∂uα

)
=:

∂∗

∂uα
= ρhα

∂

∂ηh

şi conjugatele acestora. Baza duală a reperului natural
{

∂
∂zk
, ∂
∂ηk

}
indusă de

ρ∗ pe ρ(E) este

d∗zk = dzk, (3.1.7)

d∗ηk = uα
∂ρkα
∂zh

dzh + ρkαdu
α.

Pentru o schimbare de coordonate pe TC(T ′M), legile de transformare pe
TCE sunt, datorită matricei Jacobi (3.1.4),

∂∗

∂zj
=
∂z′k

∂zj
∂

∂z′k
+

∂

∂zj

(
ρhγ
∂z′k

∂zh

)
uγ

∂

∂η′k
, (3.1.8)

∂∗

∂uβ
= ρhβ

∂z′k

∂zh
∂

∂η′k

şi conjugatele.

3.1.2 Structura de algebroid Lie a fibratului T ′E

Vom demonstra că fibratul tangent olomorf T ′E are o structură de algebroid
Lie peste varietatea bază M . Fie p′ : T ′M →M proiecţia fibratului tangent
olomorf al varietăţii M şi p′∗ : T ′(T ′M) → T ′M , aplicaţia sa tangentă, ce

acţionează ı̂ntr-un punct (z, η) prin Zk ∂
∂zk

+ V k ∂
∂ηk

p′∗−−→ Zk ∂
∂zk

. Atunci,
diagrama

T ′E
ρ∗−→ T ′(T ′M)

πE ↓ ↓ p′∗
E

ρ−−→ T ′M
π ↓ ↓ p′

M
IdM−−→ M

sugerează definirea aplicaţiei Υ : T ′E → T ′M prin Υ = p′∗ ◦ ρ∗, cu scopul de
a introduce o structură de algebroid Lie olomorf pe T ′E. Deoarece T ′M şi
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T ′E sunt fibrate olomorfe, din definiţia aplicaţiei Υ rezultă că aceasta este
un morfism de fibrate vectoriale.

Local, avem Z = Zk ∂
∂zk

+ V α ∂
∂uα

ρ∗−−→ Z∗ = Zk ∂∗

∂zk
+ V α ∂∗

∂uα
. Acţiunea

(3.1.6) şi definiţia lui p′∗ conduc la Υ(Z) = Zk ∂
∂zk

.
Deoarece T ′E este un fibrat vectorial peste M , considerând paranteza Lie

a două secţiuni, [Z,W ]T ′E şi f : M → C (deci ∂f
∂uα

= 0), obţinem

[Z, fW ]T ′E = f [Z,W ]T ′E + Υ(Z)f W. (3.1.9)

Teorema 3.1.1. Fibratul tangent olomorf T ′E are o structură de algebroid
Lie peste varietatea complexă M , cu aplicaţia ancoră Υ.

Folosind definiţia aplicaţiei Υ, obţinem că aceasta este un omomorfism
ı̂ntre algebrele Lie complexe (Γ(T ′E), [·, ·]T ′E) şi (Γ(T ′M), [·, ·]), mai exact
are loc identitatea

Υ
(
[Z,W ]T ′E

)
= [Υ(Z),Υ(W )], ∀Z,W ∈ Γ(T ′E).

3.1.3 Conexiuni neliniare pe T ′E

După cum am reamintit mai sus, regulile de schimbare ale reperului natural
pe TCE sunt complicate. În geometria Finsler, soluţia acestei probleme este
metoda conexiunii neliniare [A-P, MG1]. Să considerăm aplicaţia tangentă
π∗ a proiecţiei π : E → M . Atunci, fibratul tangent olomorf vertical al lui
E poate fi definit prin V E = kerπ∗. Un reper local pe V E este

{
∂
∂uα

}
α=1,m

,

iar dacă π∗(T ′M) este fibratul imagine inversă al fibratului tangent olomorf
al varietăţii M , atunci obţinem următoarea secvenţă fundamentală exactă
(conform [MG1]):

0 → V E
i→ T ′E

π∗→ π∗(T ′M) → 0. (3.1.10)

Ca de obicei, o scindare C : T ′E → V E a acestei secvenţe se numeşte
conexiune neliniară complexă sau conexiune Ehresmann (după T. Aikou,
[AT4]) pe E. Aceasta determină descompunerea

T ′E = V E ⊕HE (3.1.11)

a fibratului tangent olomorf al algebroidului olomorf E, undeHE este distribuţia
orizontală, izomorfă cu fibratul imagine inversă π∗(T ′M).

Descompunerea fibratului tangent complexificat TCE este obţinută prin
conjugare:

TCE = HE ⊕ V E ⊕HE ⊕ V E.



30 CAPITOLUL 3. Conexiuni pe algebroizi Lie olomorfi

Liftul orizontal lh : π∗(T ′M) → HE determinat de conexiunea neliniară
este definit prin

lh
(

∂

∂zk

)
=

δ

δzk
=

∂

∂zk
−Nα

k

∂

∂uα
, (3.1.12)

(conform [MG1]), unde funcţiile Nα
k (z, u) se numesc coeficienţii conexiu-

nii neliniare complexe pe E. O schimbare de coordonate locale implică
următoarele reguli de transformare pentru δ

δzh
:

δ

δzh
=
∂z̃k

∂zh
δ

δz̃k
.

Folosind şi (2.2.10), obţinem regulile de schimbare pentru funcţiile Nα
k :

∂z̃k

∂zh
Ñα
k = Mα

βN
β
h −

∂Mα
β

∂zh
uβ. (3.1.13)

Am obţinut câmpul de repere
{

δ
δzk
, ∂
∂uα

}
pe T ′E, numit reper adaptat al

conexiunii neliniare complexe.

Propoziţia 3.1.1. Parantezele Lie ale reperului adaptat pe T ′E sunt:[
δ

δzk
,
δ

δzh

]
T ′E

=

(
∂Nα

k

∂zh
− ∂Nα

h

∂zk

)
∂

∂uα
; (3.1.14)[

δ

δzk
,
∂

∂uβ

]
T ′E

=

[
∂

∂uα
,
∂

∂uβ

]
T ′E

= 0.

Baza duală reperului adaptat este {dzk, δuα}, unde

δuα = duα +Nα
h dz

h. (3.1.15)

Un caz particular este cel ı̂n care algebroidul E este chiar fibratul tangent

olomorf T ′M . Fie
{

δ
δzk
, ∂
∂ηk

}
reperul adaptat al unei conexiuni neliniare pe

T ′T ′M , unde
δ

δzk
=

∂

∂zk
−Nh

k

∂

∂ηh
(3.1.16)

şi fie
{
dzk, δηk

}
baza duală, cu

δηk = dηk +Nk
hdz

h. (3.1.17)

Coeficienţii conexiunii neliniare complexe se schimbă (conform [MG1]) după
regulile:

N ′jh
∂z′h

∂zk
=
∂z′j

∂zh
Nh
k −

∂2z′j

∂zh∂zk
ηh. (3.1.18)
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Vom utiliza frecvent ı̂n continuare, acolo unde nu există pericol de con-
fuzii, următoarele abrevieri uzuale:

δk =
δ

δzk
, ∂k =

∂

∂zk
, ∂̇α =

∂

∂uα
.

3.1.4 Conexiuni liniare pe T ′E

Definiţia 3.1.1. O conexiune liniară complexă pe T ′E este o aplicaţie

D : Γ(T ′E)× Γ(T ′E)→ Γ(T ′E), (Z,W ) 7→ DZW,

astfel ı̂ncât

DZ(fW ) = (Υ(Z)f)W + fDZW, ∀f ∈ H(M), ∀Z,W ∈ Γ(T ′E). (3.1.19)

Local, o secţiune Z ∈ Γ(T ′E) se poate descompune ı̂n reperul adap-
tat {δk, ∂α} al unei conexiuni neliniare, pe care am descris-o anterior. O
conexiune liniară complexă distinsă D pe T ′E (care conservă distribuţiile
din (3.1.11)) are următorii coeficienţi:

Dδkδj = L i
jkδi, D∂̇γ

δj = C i
jγδi, Dδk ∂̇β = L α

βk∂̇α, D∂̇γ
∂̇β = C α

βγ ∂̇α.

(3.1.20)

Torsiunea unei conexiuni liniare complexe distinse pe T ′E este

T (Z,W ) = DZW −DWZ − [Z,W ]. (3.1.21)

Coeficienţii săi sunt notaţi cu T (δh, δk) = T i
hkδi + T α

hk∂̇α, etc. şi sunt daţi de

T i
hk = L i

kh − L i
hk,

T α
hk = ∂kN

α
h − ∂hNα

k ,

T i
hα = −C i

hα,

T β
hα = L β

αh,

T γ
αβ = C γ

αβ − C
γ
βα.

Curbura unei conexiuni liniare complexe distinse pe T ′E este definită prin

R(Z,W ) = DZDW −DWDZ −D[Z,W ]. (3.1.22)
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În reperul adaptat, coeficienţii curburii sunt:

R i
jkh = ∂kL

i
jh − ∂hL i

jk + L l
jhL

i
lk − L l

jkL
i
lh − (∂hN

α
k − ∂kNα

h )C i
jα,

R α
βkh = ∂kL

α
βh − ∂hL α

βk + L γ
βhL

α
γk − L

γ
βkL

α
γh −

(
∂hN

γ
k − ∂kN

γ
h

)
C α
βγ,

R i
jkβ = ∂kC

i
jβ + C l

jβL
i
lk − L l

jkC
i
lβ,

R α
γkβ = ∂kC

α
γβ + C ε

γβL
α
εk − L ε

γkC
α
εβ,

R i
jγβ = C l

jβC
i
lγ − C l

jγC
i
lβ,

R α
εγβ = C σ

εβC
α
σγ − C σ

εγC
α
σβ.

3.2 Prelungirea unui algebroid Lie olomorf

Vom introduce noţiunea de prelungire a unui algebroid Lie olomorf E peste o
varietate complexă M , folosind aplicaţia tangentă π∗ : T ′E → T ′M şi ancora
olomorfă ρ : E → T ′M . Definim submulţimea T ′E a produsului E × T ′E
prin

T ′E = {(e, v) ∈ E × T ′E | ρ(e) = π∗(v)} (3.2.23)

şi aplicaţia πT : T ′E → E, dată prin πT (e, v) = πE(v), unde πE : T ′E → E
este proiecţia tangentă. Atunci (T ′E, πT , E) este un fibrat vectorial olomorf
peste E, de rang 2m. Mai mult, este uşor de verificat că proiecţia pe al doilea
factor, ρT : T ′E → T ′E, ρT (e, v) = v, este ancora unui nou algebroid Lie
olomorf peste varietatea complexă E.

Principalele avantaje ale construcţiei de mai sus sunt constituite de si-
milarităţile pe care le comportă studiul geometriei fibratului prelungire cu
studiul geometriei fibratului T ′T ′M al unei varietăţi complexe M , fiind o
generalizare a acestuia. În acest studiu, un rol esenţial este jucat de noţiunea
de fibrat vertical. Definim fibratul vertical al prelungirii folosind proiecţia pe
primul factor τ1 : T ′E → E, τ1(e, v) = e, prin

V T ′E = ker τ1 = {(e, v) ∈ T ′E | τ1(e, v) = 0}.

Din construcţia de mai sus, rezultă că elementele fibratului vertical V T ′E
sunt de forma (0, v) ∈ E × T ′E, cu π∗(v) = 0. Atunci, elementele verticale
(0, v) ∈ V T ′E au proprietatea v ∈ kerπ∗ şi v este un vector vertical pe E.

Coordonatele locale pe T ′E sunt (zk, uα, vα, wα), obţinute din coordo-
natele locale (zk, uα) ale lui e folosind identitatea ρ(e) = π∗(v), din care
rezultă că vectorul v are forma

v = ρkαv
α ∂

∂zk
+ wα

∂

∂uα
.
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Dacă {eα}1,m este baza secţiunilor olomorfe pe E, atunci baza locală a
secţiunilor olomorfe ı̂n Γ(T ′E) este {Zα,Vα}, definită prin

Zα(e) =

(
eα(π(e)), ρkα

∂

∂zk

∣∣∣∣
e

)
, Vα(e) =

(
0,

∂

∂uα

∣∣∣∣
e

)
,

unde
{

∂
∂zk
, ∂
∂uα

}
este reperul natural pe T ′E.

Dacă W este o secţiune olomorfă a fibratului prelungire T ′E, atunci des-
compunerea sa ı̂n baza {Zα,Vα} este

W = ZαZα + V αVα,

unde Zα şi V α sunt funcţii olomorfe ce depind de z şi u.
Câmpul vectorial olomorf ρT (W ) ∈ Γ(T ′E) poate fi scris ca

ρT (W ) = ρkαZ
α(z, u)

∂

∂zk

∣∣∣∣
(z,u)

+ V α(z, u)
∂

∂uα

∣∣∣∣
(z,u)

.

O secţiune Z ∈ Γ(E) poate fi liftată la secţiuni ale fibratului prelungire
T ′E considerând lifturile sale vertical şi complet, Zv şi respectiv Zc, definite
ı̂n Capitolul 2. Pe prelungirea olomorfă T ′E, lifturile sunt definite prin

ZV (e) = (0, Zv(e)), ZC(e) = (Z(π(e)), Zc(e)), e ∈ E.

În coordonate locale, dacă Z = Zαeα, atunci expresiile lifturilor ZV şi ZC

sunt, respectiv,

ZV = ZαVα, ZC = ZαZα +

(
ρkβ
∂Zα

∂zk
− ZγC αγβ

)
uβVα.

În particular, avem eVα = Vα şi eCα = Zα − C βαγuγVβ.
Paranteza Lie [·, ·]T pe T ′E satisface identităţile

[ZV ,W V ]T = 0, [ZV ,WC ]T = [Z,W ]VE , [ZC ,WC ]T = [Z,W ]CE

pentru Z,W ∈ Γ(E). Structura de algebroid Lie olomorf a fibratului vectorial
(T ′E, πT , E) este aşadar dată de ([·, ·]T , ρT ). Acţiunea ancorei ρT pe T ′E
este descrisă local de

ρT (Zα) = ρkα
∂

∂zk
, ρT (Vα) =

∂

∂uα
.
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Lema 3.2.1. Parantezele Lie ale bazei {Zα,Vα} sunt:

[Zα,Zβ]T = C γαβZγ, [Zα,Vβ]T = 0, [Vα,Vβ]T = 0.

Analog cazului real [ME1], putem defini un operator diferenţial ∂T pe
T ′E. Notând cu {Zα,Vα} baza duală bazei {Zα,Vα}, avem

∂T z
k = ρkαZα, ∂T u

α = Vα

şi

∂TZα = −1

2
C αβγZβ ∧ Zγ, ∂T Vα = 0.

3.2.1 Semispray-uri şi spray-uri

În cazul fibratului tangent olomorf T ′M , se ştie că un spray determină o
conexiune neliniară, ı̂nsă acest lucru nu este valabil pentru un fibrat vectorial
arbitrar E. Vom rezolva această problemă folosind noţiunea de prelungire a
unui algebroid.

Un semispray poate fi considerat şi pe prelungirea olomorfă T ′E a alge-
broidului Lie olomorf E. Fie L secţiunea Liouville complexă pe T ′E, definită
prin

L(e) = (0, eVe ), e ∈ E. (3.2.24)

Expresia ı̂n coordonate a secţiunii L este

L = uαVα. (3.2.25)

De asemenea, fie T structura tangentă (numită şi endomorfism vertical)
definită pe T ′E prin

T (ZC) = ZV , T (ZV ) = 0. (3.2.26)

În coordonate locale, avem T = Vα ⊗Zα, de unde rezultă

T (Zα) = Vα, T (Vα) = 0. (3.2.27)

Lema 3.2.2. Dacă T este structura tangentă complexă pe T ′E şi L este
secţiunea Liouville complexă, atunci

T 2 = 0, ImT = kerT = V T ′E, [L, T ]T = −T. (3.2.28)
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Definiţia 3.2.1. O secţiune S a algebroidului Lie olomorf T ′E se numeşte
semispray complex dacă

T (S) = L.

Expresia locală a unui semispray pe prelungirea olomorfă T ′E este

S = uαZα − 2Gα(z, u)Vα.

Dacă, ı̂n plus, [L,S]T = S, atunci S se numeşte spray, iar Gα sunt funcţii
omogene de grad 2.

3.2.2 Conexiuni neliniare pe T ′E
Vom studia ı̂n această secţiune metoda conexiunii neliniare, aplicate ante-
rior pe fibratul tangent olomorf T ′E, ı̂n cazul prelungirii olomorfe T ′E a
algebroidului Lie olomorf E. O conexiune neliniară complexă pe T ′E este
dată de un subfibrat vectorial complex HT ′E al fibratului T ′E astfel ı̂ncât
acesta din urmă se descompune ı̂n T ′E = HT ′E ⊕ V T ′E. Expresiile liftului
orizontal lh de la T ′E la HT ′E sunt:

lh(Zα) = Zα −Nβ
αVβ, lh(Vα) = 0,

unde Nβ
α = Nβ

α (z, u) sunt funcţii definite pe E, numite coeficienţii conexiunii
neliniare pe prelungirea T ′E.

Notăm cu
Xα = Zα −Nβ

αVβ (3.2.29)

pentru a obţine un câmp local de repere {Xα,Vα} pe T ′E, numit reper adaptat
ı̂n raport cu conexiunea neliniară complexă de pe T ′E. Atunci, avem

ρT (Xα) = ρkα
∂

∂zk
−Nβ

α

∂

∂uβ
, ρT (Vα) =

∂

∂uα
. (3.2.30)

Dualul reperului adaptat este {Zα, δVα}, unde

δVα = Vα +Nα
βZβ,

iar {Zα,Vα} este baza duală bazei {Zα,Vα}.

Propoziţia 3.2.1. Parantezele Lie ale reperului adaptat {Xα,Vα} sunt:

[Xα,Xβ]T = C γαβXγ +R γ
αβVγ,

[Xα,Vβ]T =
∂Nγ

α

∂uβ
Vγ,

[Vα,Vβ]T = 0,
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unde

R γ
αβ = C εαβNγ

ε + ρkβ
∂Nγ

α

∂zk
− ρkα

∂Nγ
β

∂zk
−N ε

β

∂Nγ
α

∂uε
+N ε

α

∂Nγ
β

∂uε
.

Să considerăm acum conexiunea neliniară complexă de pe fibratul tangent
olomorf T ′E dată de (3.1.12). Coeficienţii săi, Nα

k (z, u), se schimbă după
regulile (3.1.13), iar reperul adaptat este

{
δ
δzk
, ∂
∂uα

}
, unde

δ

δzk
=

∂

∂zk
−Nα

k

∂

∂uα
.

Este evident interesantă relaţia dintre cele două conexiuni neliniare de pe
T ′E şi respectiv T ′E. Prima relaţie din (3.2.30) ne sugerează să considerăm
un alt reper adaptat pe T ′E, definit prin

δα = ρkα
∂

∂zk
−Nβ

α

∂

∂uβ
, (3.2.31)

şi să impunem ca el să respecte regulile de schimbare

δα = Mβ
α δ̃β (3.2.32)

sau, folosind (3.1.13) şi (2.2.10),

Mβ
α Ñ

γ
β = Mγ

βN
β
α − ρkα

∂Mγ
β

∂zk
uβ. (3.2.33)

Observăm că aceste reguli de schimbare pot fi obţinute din (3.1.13) con-
tractând cu ρkα şi notând

Nβ
α = ρkαN

β
k . (3.2.34)

Propoziţia 3.2.2. O conexiune neliniară complexă pe fibratul tangent olo-
morf T ′E, având coeficienţii Nβ

k , induce o conexiune neliniară complexă pe
fibratul prelungire olomorf T ′E, având coeficienţii Nβ

α daţi de relaţia (3.2.34).
Mai mult, relaţiile dintre reperele adaptate de pe T ′E şi T ′E sunt

ρT (Xα) = ρkα
δ

δzk
. (3.2.35)

Acest rezultat arată că reperul adaptat (3.2.31) poate fi interpretat ca
definind o nouă conexiune neliniară complexă pe E. Această conexiune are
o proprietate interesantă, şi anume faptul că poate fi derivată dintr-un spray.
Mai exact, are loc
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Teorema 3.2.1. Dacă Gα sunt coeficienţii unui spray complex pe T ′E, definiţi
de (2.5.27), atunci funcţiile

Nβ
α =

∂Gβ

∂uα
+ P β

α (3.2.36)

definesc o conexiune neliniară complexă pe T ′E, unde

P β
α =

1

4
W β
γ

(
ρkα
∂Mγ

δ

∂zk
uδ − ∂Mγ

α

∂zk
ρkδu

δ

)
. (3.2.37)

3.3 Structuri Lagrange induse pe algebroizi

Lie olomorfi

O ı̂ntrebare naturală ce apare ı̂n studiul geometriei algebroizilor Lie olomorfi
se referă la investigarea legăturii dintre două conexiuni neliniare pe E şi
respectiv pe T ′M .

Geometria fibratului tangent olomorf T ′M ı̂nzestrat cu o funcţie Lagrange
complexă L(z, η), unde

gij̄(z, η) =
∂2L

∂ηi∂η̄j
(3.3.38)

defineşte o metrică nedegenerată, este binecunoscută. Perechea (M,L) se
numeşte spaţiu Lagrange complex [MG1]. Pentru a o deosebi de E, vom nota
ı̂n continuare această pereche cu (T ′M,L).

O conexiune neliniară remarcabilă pe T ′M este

N i
k = gj̄i

∂2L

∂zk∂η̄j
, (3.3.39)

numită conexiune neliniară complexă Chern-Lagrange. Dacă L este complex
omogen ı̂n variabila η, adică avem L(z, λη) = λλ̄L(z, η) pentru orice λ ∈ C,
atunci (M,L) se numeşte spaţiu Finsler complex şi ı̂n acest caz particular
(3.3.39) defineşte o conexiune neliniară complexă pe T ′M , numită conexiunea
neliniară Chern-Finsler.

I) Cazul m = n = rang ρ.

În acest caz rezultatul este predictibil. Reamintim că pe varietatea E
avem drept coordonate ı̂ntr-o hartă locală (zk, uα), ı̂n timp ce pe T ′M avem
(zk, ηk), unde ηk = uαρkα(z), după cum am arătat mai sus. Toţi indicii
α, β, ..., i, j, ... iau valorile 1, n.
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Deoarece n = rang ρ, rezultă că ρ este un difeomorfism, având inversa
ρ−1 = [ραk ], astfel ı̂ncât ρkαρ

β
k = δβα şi ua = ραkη

k.
Dacă (T ′M,L) este un spaţiu Lagrange (Finsler) complex cu funcţia La-

grange L(z, η), atunci, conform relaţiei (3.1.3), aceasta induce pe ρ(E) o
altă funcţie Lagrange, L∗(z, u) = L(z, η(u)), bine definită datorită relaţiilor
(3.1.1), (2.2.5) şi (2.2.9). Tensorul metric este

gαβ̄(z, u) :=
∂2L∗

∂uα∂ūβ
= ρiαρ

j̄

β̄
gij̄.

Deoarece ρ este difeomorfism, rang gαβ̄ = n = m, iar L∗ poate fi considerat
ca funcţie Lagrange pe E.

Numim perechea (E,L∗) structură Lagrange pe algebroidul Lie E. Notăm
că dacă L este omogenă, atunci L∗(z, λu) = λλ̄L∗(z, u), caz ı̂n care pe E este
indusă o structură Finsler.

În cazul ı̂n care m = n = rang ρ, difeomorfismul ρ∗ duce descompunerea
T ′E = V E⊕HE ı̂n T ′T ′M = V T ′M ⊕HT ′M păstrând distribuţiile, iar ρ−1

∗
are rolul reciproc.

Propoziţia 3.3.1. Dacă (T ′M,L) este un spaţiu Lagrange (Finsler) complex
şi (3.3.39) este o conexiune neliniară complexă asociată, atunci

∗
Nα
k = gβ̄α

∂2L∗

∂zk∂ūβ
(3.3.40)

este conexiunea neliniară indusă pe algebroidul Lie E, numită conexiunea
Chern-Lagrange (Chern-Finsler) a algebroidului.

II) Cazul rang ρ = m < n.

În acest caz, morfismul ρ duce E ı̂n ρ(E), care este o subvarietate scu-
fundată a lui T ′M .

Ca ı̂n primul caz, vom induce pe E o structură Lagrange bine definită,
indusă de o structură Lagrange (T ′M,L).

Fie gij̄(z, η) = ∂2L
∂ηi∂η̄j

tensorul metric definit de Lagrangianul regulat L :

T ′M → R. Ca ı̂n primul caz, considerăm funcţia Lagrange indusă pe ρ(E)
dată de L∗(z, u) = L(z, η(u)), cu tensorul metric

gαβ̄(z, u) :=
∂2L∗

∂uα∂ūβ
= ρiαρ

j̄

β̄
gij̄.

Deoarece rang ρ = m şi rang[gij̄] = n > m, rezultă că rang[gαβ̄] = m.
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Fie Xα = ρkα
∂
∂zk
∈ χ(M), α = 1,m, câmpuri vectoriale pe varietatea bază

M . Din rang ρ = m obţinem că {Xα} sunt liniar independente şi pot fi liftate

pe ρ(E) prin
{
X∗α := ∂

∂uα
= ρkα

∂
∂ηk

}
α=1,m

, care defineşte o subdistribuţie m-

dimensională V ρ(E) a distribuţiei n-dimensionale V T ′M .
Să fixăm o conexiune neliniară complexă Nh

k (z, η) pe T ′M , ı̂n particular
putem alege conexiunea Chern-Lagrange, şi considerăm bazele si bazele duale

adaptate. Căutăm o conexiune neliniară
∗
Nα
k (z, η(u)) indusă de Nh

k (z, η) ca
imaginea prin ρ a unei conexiuni neliniare Nα

k (z, u) pe E.
Notăm cu G = gij̄δη

i ⊗ δη̄j structura metrică pe V T ′M . Completăm
{X∗α}α=1,m cu {Ya}a=1,n−m, câmpuri vectoriale normale la V ρ(E) ı̂n raport
cu G. Mai mult, presupunem că aceşti vectori sunt ortonormali. Scriind
Ya = Y k

a
∂
∂ηk

, condiţiile de ortogonalitate conduc la gij̄Y
i
aρ

j̄
ᾱ = gij̄ρ

i
αY

j̄
ā = 0,

iar cele de normalitate dau gij̄Y
i
aY

j̄

b̄
= δab.

Am obţinut astfel R∗ = {X∗α, Ya}, un reper pe V T ′M cu matricea R =

[ρiα ; Y i
a ] de schimbare de la reperul natural

{
∂
∂ηk

}
. Fie R−1 = [ραi ; Y a

i ]t

matricea sa inversă, astfel ı̂ncât

ραi ρ
i
β = δαβ ; ραi Y

i
a = 0 ; Y a

i Y
i
b = 0 ; ρjαρ

α
i + Y j

a Y
a
i = δji . (3.3.41)

Fie Nh
k (z, η) o conexiune neliniară complexă pe T ′M şi Nα

k (z, u) o conex-
iune neliniară pe E, cu bazele duale adaptate {dzk, δuα = duα + Nα

h dz
h} şi

respectiv {dzk, δηk = dηk + Nk
hdz

h}. Identităţile (3.1.7) sugerează con-

siderarea bazei duale δ∗ηk ca reperul de forme δ∗ηk = d∗ηk +
∗
Nk
hd
∗zh indus

pe ρ(E), unde
∗
Nk
h =

∗
Nk
h (z, η) cu ηk = ρkαu

α. Dintre acestea, numai m sunt

liniar independente. În continuare, vom identifica
∗
Nk
h = Nk

h .

Definiţia 3.3.1. Funcţiile Nα
k sunt coeficienţii unei conexiuni neliniare nu-

mite conexiune indusă pe E de către conexiunea Nh
k de pe T ′M dacă

δuα = ραkδ
∗ηk. (3.3.42)

Propoziţia 3.3.2. Dacă Nα
h (z, u) este conexiunea neliniară indusă pe E de

conexiunea neliniară Nk
h (z, η) pe T ′M , atunci

i) dzk = d∗zk; δ∗ηk = ρkαδu
α + Y k

a Y
a
j H

j
hdz

h, unde Hj
h = N j

h + uβ
∂ρjβ
∂zh

.

ii) δ∗

δzk
= δ

δzk
+ Y a

k Y
h
a H

j
h
∂
∂ηj

; ∂∗

∂uα
= ρkα

∂
∂ηk

.
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Să considerăm acum pe T ′M conexiunea Chern-Lagrange, N i
k = gj̄i ∂2L

∂zk∂η̄j
,

iar pe ρ(E) considerăm o conexiune neliniară de tip Chern-Lagrange,

Nα
k = gβ̄α

∂2L∗

∂∗zk∂∗ūβ
. (3.3.43)

Propoziţia 3.3.3. Conexiunea neliniară indusă pe E de conexiunea Chern-
Lagrange dată de (3.3.39) pe T ′M coincide cu (3.3.43).

III) Cazul rang ρ = n < m.

În acest caz, ρ este o submersie şi ρ(E) poate fi identificată cu T ′M . Nu
putem obţine aici o structură Lagrange complexă pe E indusă de una de pe
T ′M , dar invers, o structură Lagrange pe T ′M indusă de una definită pe E
poate fi obţinută impunând anumite condiţii suplimentare.

Fie L(z, u) o funcţie Lagrange pe E cu tensorul metric gαβ̄(z, u) = ∂2L
∂uα∂ūβ

,

având det[gαβ̄] 6= 0, astfel ı̂ncât rang[gαβ̄] = m. Fie gβ̄α inversul tensorului

metric, adică gβ̄αgγβ̄ = δαγ .
Pe T ′M avem reperul indus (3.1.6) şi dualul acestuia, (3.1.7). Lagrangianul

L(z, u) nu poate fi transformat oricum de ρ ı̂n L∗(z, ηk = ρkαu
α). De exem-

plu, fie z ∈ M un punct fix şi u1 6= u2 două secţiuni ale fibrei Ez; se poate
să avem ρ(u1) = ρ(u2) şi L(z, u1) 6= L(z, u2). Atunci L∗(z, η) ia două valori
diferite, aşadar nu este bine definit. Presupunerea că L este constant pe fibre
nu convine, datorită tensorului gαβ̄. O altă posibilitate ar fi să considerăm

restricţia lui L la un subfibrat E6= al lui E pentru care ρ este injectivă. În
această situaţie, obţinem cazul I) pentru algebroidul Lie (E 6=, ρ). Problema
conexiunii neliniare induse pe T ′M este aşadar mult mai complicată ı̂n acest
ultim caz.



Capitolul 4

Structuri Finsler pe algebroizi
Lie olomorfi

Structurile Finsler complexe pe fibrate vectoriale olomorfe au fost introduse
şi studiate ı̂n principal de T. Aikou [AT2, AT3, AT4]. În acest capitol, in-
troducem structuri Finsler, conexiuni parţiale şi Chern-Finsler ı̂n cazul unui
algebroid Lie olomorf. Cadrul geometric al studiului ı̂l reprezintă fibratul
tangent complexificat al algebroidului şi prelungirea complexificată a aces-
tuia.

4.1 Fibratul prelungire complexificat al unui

algebroid Lie olomorf

Algebroidul Lie olomorf E are o structură de fibrat vectorial olomorf ı̂n ra-
port cu structura complexă JE. Fie EC fibratul complexificat al lui E şi
TCE = T ′E⊕T ′′E, fibratul tangent complexificat. Definim ı̂n continuare pre-
lungirea complexificată TCE a algebroidului E astfel. Extindem liniar peste
C aplicaţia tangentă π′∗ : T ′E → T ′M şi ancora ρ : E → T ′M pentru a obţine
π∗,C : TCE → TCM şi respectiv ρC : EC → TCM . Dacă πE,C : TCE → EC este
extinderea proiecţiei tangente la spaţiile complexificate, atunci putem defini
submulţimea TCE a produsului EC × TCE prin

TCE = {(e, v) ∈ EC × TCE | ρC(e) = π∗,C(v)}

şi aplicaţia πT ,C : TCE → EC prin πT ,C(e, v) = πE,C(v). Astfel, am obţinut
un fibrat vectorial complex (TCE, πT ,C, EC) peste EC. Mai mult, proiecţia pe

41
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al doilea factor,

ρT ,C : TCE → TCE, ρT ,C(e, v) = v,

este ancora unui algebroid Lie complex peste EC, numit prelungirea complexi-
ficată a lui E. Aceasta coincide cu complexificarea prelungirii T ′E (privită ca
varietate complexă), adică TCE = T ′E⊕T ′′E, unde T ′′E = T ′E = E ′′×T ′′E,
cu restricţiile necesare, ρ′(e) = π′∗(v) şi conjugata acesteia.

Reamintim că fibratul vertical al prelungirii olomorfe este definit folosind
proiecţia pe primul factor, τ1 : T ′E → E, τ1(e, v) = e, prin V T ′E = ker τ1 =
{(e, v) ∈ T ′E | τ1(e, v) = 0}. Elementele verticale (0, v) ∈ V T ′E au pro-
prietatea v ∈ kerπ′∗. Prin conjugare, obţinem V T ′′E şi subfibratul vertical
complexificat al prelungirii TCE este V TCE = V T ′E ⊕ V T ′′E.

Coordonatele locale pe TCE sunt (zk, uα, vα, wα, z̄k, ūα, v̄α, w̄α). Reamin-
tim că baza locală a secţiunilor olomorfe ı̂n Γ(T ′E) este {Zα,Vα}, definită
prin

Zα(u) =

(
eα(π(u)), ρkα

∂

∂zk

∣∣∣∣
u

)
, Vα(u) =

(
0,

∂

∂uα

∣∣∣∣
u

)
,

unde
{

∂
∂zk
, ∂
∂uα

}
este reperul natural pe T ′E. Ca urmare, o bază locală a

secţiunilor ı̂n Γ(TCE) este {Zα,Vα,Zᾱ,Vᾱ}, unde Zᾱ,Vᾱ sunt obţinute prin
conjugare, adică

Zᾱ(u) =

(
eᾱ(π(u)), ρk̄ᾱ

∂

∂z̄k

∣∣∣∣
u

)
, Vᾱ(u) =

(
0,

∂

∂ūα

∣∣∣∣
u

)
.

La o schimbare de hărţi locale pe E, regulile pentru coordonatele pe
prelungirea complexificată TCE sunt:

z̃k = z̃k(z),

ũα = Mα
β u

β,

ṽα = Mα
β v

β,

w̃α = Mα
βw

β + ρkβv
β
∂Mα

γ

∂zk
uγ

şi conjugatele acestora. Folosind acestea, obţinem regulile de schimbare ale
bazei locale a secţiunilor {Zα,Vα,Zᾱ,Vᾱ} din Γ(TCE):

Z̃β = Wα
β

(
Zα − ρhα

∂Mγ
ε

∂zh
W τ
γ u

εVτ
)
, (4.1.1)

Ṽβ = Wα
β Vα,
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ı̂mpreună cu conjugatele.
Acţiunea aplicaţiei ancoră ρT pe TCE este descrisă local prin:

ρT (Zα) = ρkα∂k =: ∂α, ρT (Vα) = ∂̇α, (4.1.2)

ρT (Zᾱ) = ρz̄ᾱ∂k̄ =: ∂ᾱ, ρT (Vᾱ) = ∂̇ᾱ,

unde ∂k̄ := ∂
∂z̄k
, ∂̇ᾱ := ∂

∂ūα
.

Propoziţia 4.1.1. Parantezele Lie ale bazei {Zα,Vα,Zᾱ,Vᾱ} sunt

[Zα,Zβ]T = C γαβZγ, [Zα,Vβ]T = 0, [Vα,Vβ]T = 0,

[Zα,Zβ̄]T = 0, [Zα,Vβ̄]T = 0, [Vα,Vβ̄]T = 0

şi conjugatele acestora, de exemplu [Zᾱ,Zβ̄]T = [Zα,Zβ]T = C γ̄
ᾱβ̄
Zγ̄, etc.

4.1.1 Conexiuni neliniare pe TCE
Reamintim că dacă pe T ′E este dată o conexiune neliniară având coeficienţii
Nβ
k , iar {δk, ∂̇α} este reperul adaptat pe T ′E, cu δk = ∂k − Nβ

k ∂̇β, notând

δα = ρkαδk şi Nβ
α = ρkαN

β
k , atunci aceştia din urmă sunt coeficienţii unei

conexiuni neliniare pe prelungirea T ′E.
Cu notaţia

Xα = Zα −Nβ
αVβ,

obţinem un alt reper local, {Xα,Vα} pe T ′E, numit reper adaptat ı̂n raport
cu conexiunea neliniară complexă indusă pe T ′E. Avem

ρT (Zα) = ∂α, ρT (Vα) = ∂̇α,

deci
ρT (Xα) = δα.

La o schimbare de hărţi locale pe E, regulile de schimbare ale reperului
adaptat {Xα,Vα} sunt

X̃α = W β
αXβ, (4.1.3)

Ṽα = W β
αVβ.

Evident, pe fibratul prelungire complexificat, o conexiune neliniară com-
plexă determină descompunerea

TCE = HTCE ⊕ V TCE ⊕HTCE ⊕ V TCE, (4.1.4)

cu reperul adaptat {Xα,Vα,Xᾱ,Vᾱ} pe TCE ı̂n raport cu conexiunea neliniară
complexă.



44 CAPITOLUL 4. Structuri Finsler pe algebroizi

Propoziţia 4.1.2. Parantezele Lie ale reperului adaptat {Xα,Vα,Xᾱ,Vᾱ}
sunt

[Xα,Xβ]T = C γαβXγ +R γ
αβVγ,

[Xα,Xβ̄]T = (δβ̄N
γ
α)Vγ − (δαN

γ̄

β̄
)Vγ̄,

[Xα,Vβ]T = (∂̇βN
γ
α)Vγ,

[Xα,Vβ̄]T = (∂̇β̄N
γ
α)Vγ,

[Vα,Vβ]T = 0,

[Vα,Vβ̄]T = 0,

unde

R γ
αβ = C εαβNγ

ε − δαN
γ
β + δβN

γ
α .

4.2 Structuri Finsler complexe pe un alge-

broid Lie

Introducem structura Finsler ca o funcţie definită pe fibratul algebroid E,
din dorinţa de a obţine proprietăţi similare cazului fibratului tangent olomorf
T ′M ([AT1, MG1]). Notăm cu Ẽ subvarietatea deschisă a secţiunilor nenule
ale algebroidului E.

Definiţia 4.2.1. O structură Finsler F pe E este o funcţie cu valori reale
F : E → R care satisface următoarele proprietăţi:

1) F este de clasă C∞ pe Ẽ;

2) F (z, u) ≥ 0 şi F (z, u) = 0 dacă şi numai dacă u = 0;

3) F (z, λu) = |λ|2F (z, u) pentru orice λ ∈ C.

Vom spune că o structură Finsler F este pseudoconvexă dacă matricea
hermitiană definită ı̂n cazul nostru prin

hαβ̄ = ∂̇α∂̇β̄F (4.2.5)

este pozitiv definită. În continuare, vom presupune că F este pseudoconvexă.

Definiţia 4.2.2. Perechea (E,F ) se numeşte algebroid Finsler Lie complex.
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Tensorul hαβ̄ defineşte o metrică hermitiană G pe subfibratul vertical

V TCE prin G(Z,W ) = hαβ̄Z
αW β̄, unde hαβ̄ = G(∂̇α, ∂̇β̄).

Propoziţia 4.2.1. Funcţia Finsler F pe algebroidul E satisface relaţiile:

i) (∂̇αF )uα = F , (∂̇ᾱF )ūα = F ;

ii) hαβ̄u
α = ∂̇β̄F , hαβ̄u

β̄ = ∂̇αF , F = hαβ̄u
αūβ;

iii) (∂̇γhαβ̄)uγ = 0 , (∂̇γhαβ̄)uα = 0 , (∂̇γ̄hαβ̄)ūγ = 0;

iv) hαβu
α = 0 , (∂̇γhαβ̄)ūβ = hαγ , unde hαβ = ∂̇α∂̇βF .

4.2.1 Conexiunea Chern-Finsler a unui algebroid

Cea mai cunoscută şi utilizată conexiune ı̂n geometria Finsler este conexiunea
Chern-Finsler. În această secţiune, vom introduce o astfel de conexiune pe
algebroidul Finsler Lie E.

În cazul unui fibrat vectorial complex, noţiunea de conexiune liniară com-
plexă normală nu are sens, din cauza faptului că regulile de schimbare ale
coeficienţilor unei conexiuni liniare distinse nu coincid ı̂n perechi, cum se
ı̂ntâmplă ı̂n cazul fibratului T ′M [MG1]. Însă conexiunea clasică Chern-
Finsler este o conexiune liniară complexă normală; din acest motiv, vom
induce o conexiune liniară Chern-Finsler pe prelungirea complexificată TCE
pornind de la o conexiune verticală pe E.

Ca ı̂n cazul fibratelor Finsler complexe [AT2, AT3, AT4, MG1], con-
siderăm funcţiile Nβ

k (z, u) ce definesc pe E o conexiune neliniară complexă,

Nβ
k = hσ̄β∂k∂̇σ̄F. (4.2.6)

Apoi, folosind (3.2.34) şi (4.1.2), obţinem

Nβ
α = hσ̄βρkα∂k∂̇σ̄F = hσ̄β∂α∂̇σ̄F, (4.2.7)

coeficienţii unei conexiuni neliniare pe TCE.

Propoziţia 4.2.2. Funcţiile Nβ
α (z, u) definite de (4.2.7) determină o cone-

xiune neliniară pe TCE, numită conexiunea neliniară Chern-Finsler a pre-
lungirii algebroidului Lie E.
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Considerăm acum o conexiune liniară parţială pe subfibratul vertical al
lui E, D : TCE×V TCE → V TCE, care păstrează distribuţiile V TCE şi V TCE
şi comută cu conjugarea. Coeficienţii săi locali sunt:

Dδk ∂̇α = L γ
αk∂̇γ, D∂̇β

∂̇α = C γ
αβ∂̇γ, (4.2.8)

Dδk ∂̇ᾱ = L γ̄
ᾱk∂̇γ̄, D∂̇β

∂̇ᾱ = C γ̄
ᾱβ∂̇γ̄

şi conjugatele lor. Regulile de schimbare ale coeficienţilor sunt:

L̃ τ
αk = M τ

γ

∂zh

∂z̃k

[
∂W γ

α

∂zh
+W θ

αL
γ
θh

]
,

C̃ τ
αβ = M τ

γW
σ
βW

θ
αC

γ
θσ, (4.2.9)

L̃ τ̄
ᾱk =

∂zh

∂z̃k
M τ̄

γ̄W
θ̄
ᾱL

γ̄

θ̄h
,

C̃ τ̄
ᾱβ = M τ̄

γ̄W
σ
βW

θ̄
ᾱC

γ̄

θ̄σ
.

Ca ı̂n cazul unui fibrat vectorial complex, putem considera

L γ
αk = hσ̄γδkhασ̄, C γ

αβ = hσ̄γ ∂̇βhασ̄ (4.2.10)

şi L γ̄
ᾱk = C γ̄

ᾱk = 0, ı̂mpreună cu conjugatele acestora. Este uşor de verificat
că aceste funcţii satisfac regulile de schimbare (4.2.9).

Propoziţia 4.2.3. Are loc identitatea:

L γ
αk = ∂̇αN

γ
k . (4.2.11)

Vom introduce acum o N -conexiune liniară complexă pe prelungirea com-
plexificată a lui E, mai exact D : TCE × TCE → TCE, prin

DXβVα = L γ
αβVγ, DVβVα = C γ

αβVγ, (4.2.12)

DXβVᾱ = L γ̄
ᾱβVγ̄, DVβVᾱ = C γ̄

ᾱβVγ̄.

Deoarece D este o conexiune normală, trebuie să păstreze distribuţiile, adică
avem şi

DXβXα = L γ
αβXγ, DVβXα = C γ

αβXγ,
DXβXᾱ = L γ̄

ᾱβXγ̄, DVβXᾱ = C γ̄
ᾱβXγ̄.
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Propoziţia 4.2.4. Regulile de schimbare ale coeficienţilor conexiunii D pe
prelungirea complexificată sunt:

L̃ τ
αβ = M τ

γW
σ
β

[
ρkσ(∂kW

γ
α ) +W θ

αL
γ
θσ

]
,

C̃ τ
αβ = M τ

γW
σ
βW

θ
αC

γ
θσ (4.2.13)

L̃ τ̄
ᾱβ = M τ̄

γ̄W
σ
βW

θ̄
ᾱL

γ̄

θ̄σ
,

C̃ τ̄
ᾱβ = M τ̄

γ̄W
σ
βW

θ̄
ᾱC

γ̄

θ̄σ
.

Lema 4.2.1. Funcţiile L γ
αβ date de

L γ
αβ = ρkβL

γ
αk (4.2.14)

sunt coeficienţii unei conexiuni liniare complexe normale pe TCE.

Impunem ca D să fie de tip (1, 0), adică L γ̄
ᾱβ = C γ̄

ᾱβ = 0, şi considerăm
funcţiile L γ

αk date de (4.2.10). Folosind (4.2.14), obţinem următorul rezultat
important.

Teorema 4.2.1. Funcţiile L γ
αβ date de

L γ
αβ = ρkβL

γ
αk = hσ̄γδβhασ̄, C γ

αβ = hσ̄γ ∂̇βhασ̄ (4.2.15)

sunt coeficienţii unei conexiuni liniare de tip (1, 0) pe TCE, numită cone-
xiunea Chern-Finsler a algebroidului E. Ea este indusă de conexiunea verti-
cală definită de (4.2.10).

În concluzie, conexiunea Chern-Finsler a algebroidului Finsler Lie E este
dată de

Nβ
α = hσ̄β∂α∂̇σ̄F, L γ

αβ = hσ̄γδβhασ̄, C γ
αβ = hσ̄γ ∂̇βhασ̄ (4.2.16)

şi L γ̄
ᾱβ = C γ̄

ᾱβ = 0. De asemenea, remarcăm că

C γ
αβ = C γ

βα (4.2.17)

şi, datorită relaţiilor (4.2.14) şi (4.2.11), avem şi

L γ
αβ = ∂̇αN

γ
β . (4.2.18)

Mai mult, dacă notăm h = det(hαβ̄), atunci un calcul similar celui din cazul
varietăţilor Finsler complexe [Z-Z1] ne conduce la identităţile

L β
βα = δα(lnh), C β

βα = ∂̇α(lnh). (4.2.19)
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Propoziţia 4.2.5. Reperul adaptat corespunzător conexiunii Chern-Finsler
(4.2.7) satisface identitatea

ρT ([Xα,Xβ]) = 0. (4.2.20)

Folsind definitţia uzuală a torsiunii şi relaţiile (4.2.18) şi (4.2.17), obţinem
următoarele componente ale torsiunii conexiunii Chern-Finsler pe T E:

T (Xα,Xβ) =
(
L γ
βα − L

γ
αβ − C

γ
αβ

)
Xγ −R γ

αβVγ,
T (Xα,Xβ̄) = −(δβ̄N

γ
α)Vγ + (δαN

γ̄

β̄
)Vγ̄,

T (Xα,Vβ) = −C γ
αβXγ,

T (Xα,Vβ̄) = −(∂̇β̄N
γ
α)Vγ,

T (Vα,Vβ) = 0,

T (Vα,Vβ̄) = 0.

Componentele nenule ale curburii conexiunii Chern-Finsler sunt:

R(Xα,Xβ)Xγ =
[
δαL

τ
γβ − δβL τ

γα + L σ
γβL

τ
σα − L σ

γαL
τ
σβ − C σαβL τ

γσ −R σ
αβC

τ
γσ

]
Xτ ,

R(Xα,Xβ̄)Xγ =
[
− δβ̄L τ

γα −R σ
αβ̄C

τ
γσ

]
Xτ ,

R(Xᾱ,Xβ)Xγ =
[
δᾱL

τ
γβ −R σ

ᾱβC
τ
γσ

]
Xτ ,

R(Xα,Xβ)Vγ =
[
δαL

τ
γβ − δβL τ

γα + L σ
γβL

τ
σα − L σ

γαL
τ
σβ − C σαβL τ

γσ −R σ
αβC

τ
γσ

]
Vτ ,

R(Xα,Xβ̄)Vγ =
[
− δβ̄L τ

γα −R σ
αβ̄C

τ
γσ

]
Vτ ,

R(Xᾱ,Xβ)Vγ =
[
δᾱL

τ
γβ −R σ

ᾱβC
τ
γσ

]
Vτ ,

R(Xα,Vβ)Vγ =
[
δαC

τ
γβ − ∂̇βL τ

γα + C σ
γβL

τ
σα − L σ

γαC
τ
σβ − L σ

βαC
τ
γσ

]
Vτ ,

R(Xα,Vβ̄)Vγ =
[
− ∂̇β̄L τ

γα − (∂̇β̄N
σ
α )C τ

γσ

]
Vτ ,

R(Xᾱ,Vβ)Vγ = (δᾱC
τ
γβ)Vτ ,

R(Vα,Vβ)Xγ =
[
∂̇αC

τ
γβ − ∂̇βC τ

γα + C σ
γβC

τ
σα − C σ

γαC
τ
σβ

]
Xτ ,

R(Vα,Vβ̄)Xγ = (−∂̇β̄C τ
γα)Xτ ,

R(Vᾱ,Vβ)Xγ = (∂̇ᾱC
τ
γβ)Xτ ,

R(Vα,Vβ)Vγ =
[
∂̇αC

τ
γβ − ∂̇βC τ

γα + C σ
γβC

τ
σα − C σ

γαC
τ
σβ

]
Vτ ,

R(Vα,Vβ̄)Vγ = (−∂̇β̄C τ
γα))Vτ ,

R(Vᾱ,Vβ)Vγ = (∂̇ᾱC
τ
γβ)Vτ .

Studiem acum dualul reperului adaptat {Xα,Vα} pe T ′E. Notăm reperul
dual prin {Zα, δVα}, unde {Zα,Vα} este dualul lui {Zα,Vα} şi δVα = Vα +
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Nα
βZβ. Deoarece reperul dual {Zα,Vα} se schimbă după regulile

Z̃α = Mα
βZβ,

Ṽα = Mα
β Vβ + ρkβ

∂Mα
γ

∂zk
uγZβ,

obţinem
δ̃Vα = Mα

β δVβ.

Diferenţiala unei funcţii f pe prelungirea complexificată TCE se exprimă
local prin

df = (δαf)Zα + (∂̇αf)δVα + (δᾱf)Z ᾱ + (∂̇ᾱf)δV ᾱ.

În raport cu descompunerea (4.1.4) a prelungirii, diferenţiala se poate scrie
ca

df = ∂hf + ∂vf + ∂̄hf + ∂̄vf,

unde

∂hf = (δαf)Zα =

(
ρkα
∂f

∂zk
−Nβ

α

∂f

∂uβ

)
Zα, ∂vf = (∂̇αf)δVα =

∂f

∂uα
δVα,

∂̄hf = (δᾱf)Z ᾱ =

(
ρk̄ᾱ
∂f

∂z̄k
−N β̄

ᾱ

∂f

∂ūβ

)
Z ᾱ, ∂̄vf = (∂̇ᾱf)δV ᾱ =

∂f

∂ūα
δV ᾱ.

De asemenea, avem

dZα = −1

2
C αβγZβ ∧ Zγ −

1

2
C αβ̄γZ

β̄ ∧ Zγ, dVα = 0.

4.2.2 Algebroizi Kähler Finsler

Pentru a putea defini condiţia Kähler ı̂n cazul unui algebroid Lie, avem nevoie
să definim mai ı̂ntâi o structură metrică pe prelungirea complexificată TCE
prin

G = hαβ̄Zα ⊗Z β̄ + hαβ̄δVα ⊗ δV β̄. (4.2.21)

Deoarece componentele structurii metrice (4.2.21) pe TCE depind numai
de (zk, uα), acţiunea câmpurilor vectoriale {Xα,Xᾱ,Vα,Vᾱ} asupra compo-
nentelor lui G este

Xαhβγ̄ = δαhβγ̄, Xᾱhβγ̄ = δᾱhβγ̄,

Vαhβγ̄ = ∂̇αhβγ̄, Vᾱhβγ̄ = ∂̇αhβγ̄,
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astfel ı̂ncât identitatea

XG(Y, Z) = G(DXY, Z) + G(Y,DXZ)

se verifică imediat ca ı̂n cazul clasic, pentru Y = Vβ, Z = Vγ̄ şi X = Xα sau
X = Xᾱ [MG1]. Aşadar, conexiunea Chern-Finsler a prelungirii este metrică
ı̂n raport cu structura G.

Considerăm acum 2-forma orizontală

Θh = −ihαβ̄Zα ∧ Z β̄. (4.2.22)

Definiţia 4.2.3. Un algebroid Lie olomorf se numeşte algebroid Kähler-
Finsler dacă forma Kähler orizontală (4.2.22) este h-̂ınchisă, adică dhΘh = 0.

Din condiţia din definiţia de mai sus rezultă imediat

δγhαβ̄ = δαhγβ̄, δγ̄hαβ̄ = δβ̄hαγ̄,

egalităţi care, datorită relaţiei (4.2.10), conduc la caracterizarea algebroizilor
Kähler prin

L σ
αγ = L σ

γα, (4.2.23)

condiţie similară cazului real.



Capitolul 5

Operatori Laplace pe algebroizi
Lie Finsler complecşi

Definim ı̂n acest capitol operatori de tip Laplace pentru funcţii definite pe
spaţiul tangent al unui algebroid Lie Finsler complex, folosind o formă volum
a prelungirii algebroidului. De asemenea, prezentăm construcţia unui ope-
rator Laplace orizontal pentru forme definite pe prelungirea algebroidului.
Expresiile locale ale tuturor acestor operatori sunt obţinute relativ la cone-
xiunea Chern-Finsler al algebroidului. În notaţiile următoare, vom renunţa
la indicele C.

5.1 Derivate covariante pe prelungire

Vom defini derivatele covariante ale unor câmpuri tensoriale definite pe pre-
lungirea T E ı̂n raport cu conexiunea Chern-Finsler a acesteia. Un câmp
tensorial orizontal covariant este de forma

T =
1

p!q!
Tα1...αpβ̄1...β̄q(z, u)Zα1 ∧ · · · ∧ Zαp ∧ Z β̄1 ∧ · · · ∧ Z β̄q ,

unde pentru schimbările de coordonate (2.2.5), componentele locale
Tα1...αpβ̄1...β̄q(z, u) se schimbă după regulile:

T̃α1...αpβ̄1...β̄q(z̃, ũ) = Tγ1...γpε̄1...ε̄qM
γ1
α1
. . .Mγp

αpM
ε̄1
β̄1
. . .M

ε̄q
β̄q
.

În manieră similară, putem defini un câmp orizontal contravariant, ale
cărui componente locale, Tα1...αpβ̄1...β̄q(z, u), se schimbă astfel:

T̃α1...αpβ̄1...β̄q(z̃, ũ) = T γ1...γpε̄1...ε̄qWα1
γ1
. . .Wαp

γp W
β̄1
ε̄1 . . .W

β̄q
ε̄q .
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Ne vom restrânge ı̂n continuare studiul pe fibratul orizontal HT E al
prelungirii şi vom exprima derivatele covariante ale tensorilor ı̂n raport cu
conexiunea Chern-Finsler a prelungirii.

Mai ı̂ntâi, definim ı̂n manieră clasică derivatele covariante orizontale ale
unui tensor orizontal covariant Tα1...αpβ̄1...β̄q(z, u) prin

∇XγTα1...αpβ̄1...β̄q = Xγ(Tα1...αpβ̄1...β̄q)−
p∑
i=1

Tα1...αi−1εαi+1...αpβ̄1...β̄qL
ε
αiγ
,

∇Xγ̄Tα1...αpβ̄1...β̄q = Xγ̄(Tα1...αpβ̄1...β̄q)−
q∑
j=1

Tα1...αpβ̄1...β̄j−1ε̄β̄j+1...β̄qL
ε̄
β̄j γ̄
.

Apoi, derivatele covariante orizontale ale unui tensor contravariant
Tα1...αpβ̄1...β̄q(z, u) sunt definite prin

∇XγTα1...αpβ̄1...β̄q = Xγ(Tα1...αpβ̄1...β̄q) +

p∑
i=1

Tα1...αi−1εαi+1...αpβ̄1...β̄qL αi
εγ ,

∇Xγ̄Tα1...αpβ̄1...β̄q = Xγ̄(Tα1...αpβ̄1...β̄q) +

q∑
j=1

Tα1...αpβ̄1...β̄j−1ε̄β̄j+1...β̄qL
β̄j
ε̄γ̄ .

5.2 Operatori Laplace verticali şi orizontali

pentru funcţii definite pe E

Vom defini operatori verticali şi orizontali de tip Laplace pentru funcţii,
urmând ideile din cazul fibratelor Finsler complexe [Z-Z1, IC2]. Pentru
aceasta, avem nevoie de noţiunile de divergenţă a unui câmp vectorial pe
T E şi de gradient al unei funcţii pe T E.

Să considerăm mai ı̂ntâi forma hermitiană asociată structurii metrice her-
mitiene G din (4.2.21),

Φ = ihαβ̄
(
Zα ∧ Z β̄ + δVα ∧ δV β̄

)
= Φh + Φv. (5.2.1)

Notăm cu

(Φh)m = im(−1)
m(m−1)

2 m! h Z1 ∧ · · · ∧ Zm ∧ Z 1̄ ∧ · · · ∧ Zm̄,

(Φv)m = im(−1)
m(m−1)

2 m! h δV1 ∧ · · · ∧ δVm ∧ δV 1̄ ∧ · · · ∧ δVm̄,
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pentru a putea asocia metricii G o formă volum pe prelungirea T E dată de

dV =
1

(2m)!
Φ2m = i2m

2

h2 dZ ∧ dZ̄ ∧ δV ∧ δV , (5.2.2)

unde am notat dZ = Z1 ∧ · · · ∧ Zm, δV = δV1 ∧ · · · ∧ δVm şi conjugatele
acestora.

Fie acum Z = ZαXα+V αVα+Z ᾱXᾱ+V ᾱVᾱ ∈ Γ(T E). Definim divergenţa
câmpului vectorial Z prin ecuaţia clasică LZdV = (divZ)dV , unde LZ este
derivata Lie. Expresia câmpului Z conform descompunerii (4.1.4) conduce
la următoarea descompunere a divergenţei lui Z:

divZ = divh Z + divv Z + divh̄ Z + divv̄ Z,

unde divh Z = divZh, divv Z = divZv, divh̄ Z = divZ h̄, divv̄ Z = divZ v̄.
În particular, pe prelungirea olomorfă T ′E, avem

Propoziţia 5.2.1. Componentele divergenţei câmpului vectorial Z = ZαXα+
V αVα ∈ Γ(T ′E) sunt:

divh Z = ∇XαZα − ZαLα − ZαCα, (5.2.3)

divv Z = ∇VαV α + V αCα,

cu notaţiile Lα = L β
αβ − L

β
βα, Cα = C β

αβ = C β
βα şi Cα = C βαβ.

Remarcăm că, pentru un algebroid Kähler Finsler, condiţia (4.2.23) im-
plică Lα = 0, deci divh Z = ∇XαZα − ZαCα.

Următorul pas ı̂l reprezintă definirea gradientului unei funcţii, care poate
fi introdus tot ı̂ntr-o manieră clasică, prin identitatea

G(Z, grad f) = Zf, ∀Z ∈ Γ(T ′E).

Gradientul poate fi descompus ı̂n reperul adaptat al prelungirii olomorfe T ′E
ca grad f = gradh f + gradv f , unde

gradh f = hγ̄α(δγ̄f)Xα, gradv f = hε̄β(∂̇ε̄f)Vβ. (5.2.4)

Vom defini doi operatori de tip Laplace pentru funcţii, unul orizontal
şi unul vertical. Operatorul Laplace orizontal pentru funcţii pe algebroidul
prelungire este dat de

∆hf = (divh ◦ gradh)f, (5.2.5)

iar cel vertical, de
∆vf = (divv ◦ gradv)f. (5.2.6)

Expresiile celor doi operatori Laplace sunt date ı̂n
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Propoziţia 5.2.2. Pentru o funcţie f ∈ C∞(E), au loc:

∆hf =
1

h
δα
[
hhγ̄α(δγ̄f)

]
−
[
hγ̄α(δγ̄f)

]
Cα (5.2.7)

şi

∆vf =
1

h
∂̇α
[
hhγ̄α(∂̇γ̄f)

]
+
[
hγ̄α(∂̇γ̄f)

]
Cα. (5.2.8)

Remarcăm aici faptul că cei doi operatori Laplace pot fi exprimaţi de
asemenea ı̂n termenii derivatelor covariante ı̂n raport cu conexiunea Chern-
Finsler după cum urmează:

∆hf = hγ̄α
[
∇Xα∇Xγ̄f − Cα

(
∇Xγ̄f

)]
,

∆vf = hγ̄α
[
∇Vα∇Vγ̄f + Cα

(
∇Vγ̄f

)]
.

Lema 5.2.1. Pentru un câmp orizontal olomorf Z = ZαXα ∈ Γ(HT ′E), au
loc identităţile

(divZ + Ch)dV = d[iZdV ], (div Z̄ + C̄h)dV = d[iZ̄dV ], (5.2.9)

unde Ch = ZαCα = ZαC βαβ.

În geometria complexă, Laplacienii se consideră pe varietăţi compacte,
unde s-au obţinut rezultate importante. În cazul Finsler complex lucrurile
sunt mai complicate, ideile se mută pe fibratul proiectiv al unei varietăţi
Finsler complexe, care este compact (dacă varietatea bază M e compactă) şi
metrica Finsler derivă din una hermitiană pe acest fibrat proiectiv. În cazul
nostru, lucrurile pot fi discutate pe fibratul proiectiv al prelungirii Finsler, dar
ideile sunt mai complicate. Din acest motiv, am limitat studiul la domenii U
compacte de pe E. O variantă alternativă ar fi ca pe E să considerăm forme
cu suport compact.

Propoziţia 5.2.3. Dacă Z = ZαXα este un câmp orizontal cu suport com-
pact pe prelungirea unui algebroid Finsler, atunci:∫

U

(∇XαZα − ZαLα)dV = 0,

∫
U

(∇XᾱZα − ZαLα)dV = 0. (5.2.10)

În cazul algebroizilor Kähler Finsler, identităţile (5.2.10) devin∫
U

∇XαZαdV = 0,

∫
U

∇XᾱZαdV = 0. (5.2.11)
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Observaţia 5.2.1. În cazul ı̂n care componentele câmpului Z sunt de forma
Zα = hβ̄α∇Xβ̄f , unde f este o funcţie diferenţiabilă pe compactul U ⊂ E,
din (5.2.11) rezultă ∫

U

hβ̄α∇Xα∇Xβ̄fdV = 0. (5.2.12)

5.3 Operatorul Laplace orizontal pentru forme

definite pe T E
Considerăm două forme cu suport compact pe T E, Ψ şi Φ, exprimate local
prin

Ψ =
1

p!q!
ψApB̄qZ

Ap ∧ ZB̄q ,

Φ =
1

p!q!
φApB̄qZ

Ap ∧ ZB̄q ,

cu notaţiile multi-indicilor Ap = (α1 . . . αp), B̄q = (β̄1 . . . β̄q) şi ZAp = Zα1 ∧
· · · ∧ Zαp , ZB̄q = Z β̄1 ∧ · · · ∧ Z β̄p . Considerăm coeficienţii formelor ca fiind
funcţii definite pe algebroidul bază E, adică ψApB̄q = ψApB̄q(z, u) şi φApB̄q =
φApB̄q(z, u), deoarece ı̂n continuare vom avea nevoie de integrarea pe domenii
compacte din E.

Definim următorul produs interior:

< Ψ,Φ >=
1

p!q!
ψApB̄qφ

ĀpBq =
∑

ψApB̄qφ
ĀpBq , (5.3.13)

suma fiind după α1 < · · · < αp, β̄1 < · · · < β̄q, iar φĀpBq = φᾱ1...ᾱpβ1...βq =
φµ1...µpν̄1...ν̄qh

ᾱ1µ1 . . . hᾱpµphν̄1β1 . . . hν̄qβq . Acest produs este independent de co-
ordonatele locale, deci < Ψ,Φ > este un produs interior global, definit pe E.
În particular, ”norma” unei forme Ψ se defineşte prin

|Ψ|2 =< Ψ,Ψ >=
1

p!q!
ψApB̄qψ

ĀpBq

Folosind forma volum (5.2.2), pe un compact U ⊂ E, putem acum defini
un produs interior pe spaţiul formelor orizontale pe prelungirea T E prin

(Ψ,Φ) =

∫
U

< Ψ,Φ > dV , ||Ψ||2 =

∫
U

< Ψ,Ψ > dV . (5.3.14)
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Într-o manieră similară cazului fibratelor vectoriale complexe, [MG1, P-M],
vom defini diferenţialele orizontale ale formelor orizontale de tip (p, q) prin

(∂hΨ)Ap+1Bq
=

p+1∑
i=1

(−1)i−1δαi(ψα1...α̂i...αp+1Bq
),

(∂̄hΨ)ApBq+1
= (−1)p

q+1∑
i=1

(−1)i−1δβ̄i(ψApβ̄1...
ˆ̄βi...β̄q+1

). (5.3.15)

În cazul algebroizilor Kähler Finsler, se poate folosi identitatea (4.2.23)
pentru a ı̂nlocui aceste derivate orizontale prin derivatele covariante orizon-
tale, adică

(∂hΨ)Ap+1Bq
=

p+1∑
i=1

(−1)i−1∇Xαiψα1...α̂i...αp+1Bq
,

(∂̄hΨ)ApBq+1
= (−1)p

q+1∑
i=1

(−1)i−1∇Xβ̄iψApβ̄1...
ˆ̄βi...β̄q+1

,

Urmând etapele uzuale ı̂n definirea operatorilor Laplace pentru forme,
este necesară introducerea operatorilor adjuncţi pentru ∂h şi ∂̄h ı̂n raport cu
produsul interior (5.3.14). Fie ∂∗h şi ∂̄∗h cei doi operatori adjuncţi. Avem

∂∗h : Ap,q(HT E)→ Ap,q−1(HT E), (∂hΨ,Φ) = (Ψ, ∂∗hΨ),

∂̄∗h : Ap,q(HT E)→ Ap−1,q(HT E), (∂̄hΨ,Φ) = (Ψ, ∂̄∗hΨ),

unde Ap,q(HT E) reprezintă spaţiul formelor orizontale de tip (p, q) cu suport
compact pe algebroidul prelungire.

Ne interesează acum expresia operatorului adjunct ∂̄∗h. Fie pentru aceasta
Ψ ∈ Ap,q−1(HT E) şi Φ ∈ Ap,q(HT E). Un calcul similar celui din [Z-Z1] con-
duce la

(∂̄∗hΦ)Apβ2...βq = −(−1)ph−2δβ1(φApβ1...βqh2) (5.3.16)

= −(−1)p
∑
β1

[δβ1 + 2δβ1(lnh)]φApβ1...βq ,

de unde, prin coborârea indicilor, rezultă

(∂̄∗hΦ)Apβ̄2...β̄q = (−1)p+1hε̄γδγ(φApε̄β̄2...β̄q). (5.3.17)
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Putem acum introduce un operator Laplace orizontal, �h : Ap,q(HT E)→
Ap,q(HT E), prin

�h = ∂̄h ◦ ∂̄∗h + ∂̄∗h ◦ ∂̄h. (5.3.18)

Expresia operatorului �h este dată ı̂n

Teorema 5.3.1. Operatorul Laplace orizontal pentru o formă diferenţială
orizontală Φ ∈ Ap,q(HT E) pe prelungirea unui algebroid Finsler Lie este dat
de

(�hΦ)ApBq = −hε̄γ
(
δγ ◦ δε̄(φApBq)−

∑
i

(−1)i−1[δγ, δβ̄i ]φApε̄β̄1...
ˆ̄βi...β̄q

)
.

(5.3.19)

Considerând acum cazul algebroizilor Kähler Finsler, ı̂n care din (5.2.11)
rezultă ∫

U⊂E
∇Xβ

(
φApBqψ

ApβBq

)
dV = 0,

iar după un calcul simplu, similar cazului varietăţilor Kähler Finsler, se obţine

Teorema 5.3.2. Pe un algebroid Kähler Finsler, operatorul Laplace orizontal
pentru forme diferenţiale orizontale pe prelungirea T E este

(�hΦ)ApBq = −hε̄γ
(
∇Xγ ◦ ∇Xε̄(φApBq)−

∑
i

[∇Xγ ,∇Xβ̄i ]φApε̄β̄1...
ˆ̄βi...β̄q

)
.

(5.3.20)
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Capitolul 6

Teoreme de anulare pe
algebroizi Lie olomorfi

În capitolul de faţă, prezentăm un studiu de tip Bochner pentru câmpuri
vectoriale orizontale pe un algebroid Finsler şi obţinem o teoremă de anulare
pentru astfel de algebroizi. Descriem mai ı̂ntâi ı̂n coordonate locale curburile
a două conexiuni utile studiului nostru, conexiunea Chern-Finsler introdusă
anterior şi conexiunea Rund. Obţinem apoi identităţi de tip Ricci pentru
câmpuri contravariante sau covariante pe prelungirea olomorfă a unui alge-
broid Finsler. În final, obţinem o teoremă de anulare de tip Bochner pentru
algebroizi Finsler, ı̂mpreună cu două consecinţe interesante.

6.1 Conexiunile Chern-Finsler şi Rund

Am discutat pe larg despre conexiunea Chern-Finsler a unui algebroid Lie
ı̂n capitolele anterioare. Impunând anularea coeficienţilor conexiunii Chern-
Finsler pe o varietate complexă [MG1], se obţine conexiunea Rund a va-
rietăţii. Aceasta idee, aplicată conexiunii Chern-Finsler a unui algebroid,
mai exact condiţia C γ

αβ = 0, ne conduce la conexiunea Rund a algebroidului.
Vom avea nevoie ı̂n cele ce urmează de expresiile coeficienţilor curburilor celor
două conexiuni menţionate, de aceea considerăm utile notaţiile următoare.
Pentru conexiunea Chern-Finsler de pe prelungire, renotăm componentele
locale ale curburii prin:

59
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R(Xα,Xβ)Xγ = R τ
γ,αβXτ , R(Xα,Xβ̄)Xγ = R τ

γ,αβ̄Xτ ,
R(Xᾱ,Xβ)Xγ = R τ

γ,ᾱβXτ , R(Xα,Xβ)Vγ = R τ
γ,αβVτ ,

R(Xα,Xβ̄)Vγ = R τ
γ,αβ̄Vτ , R(Xᾱ,Xβ)Vγ = R τ

γ,ᾱβVτ ,
R(Xα,Vβ)Xγ = P τ

γ,αβXτ , R(Xα,Vβ̄)Xγ = P τ
γ,αβ̄Xτ ,

R(Xᾱ,Vβ)Xγ = P τ
γ,ᾱβXτ , R(Xα,Vβ)Vγ = P τ

γ,αβVτ ,
R(Xα,Vβ̄)Vγ = P τ

γ,αβ̄Vτ , R(Xᾱ,Vβ)Vγ = P τ
γ,ᾱβVτ ,

R(Vα,Vβ)Xγ = S τ
γ,αβXτ , R(Vα,Vβ̄)Xγ = S τ

γ,αβ̄Xτ ,
R(Vᾱ,Vβ)Xγ = S τ

γ,ᾱβXτ , R(Vα,Vβ)Vγ = S τ
γ,αβVτ ,

R(Vα,Vβ̄)Vγ = S τ
γ,αβ̄Vτ , R(Vᾱ,Vβ)Vγ = S τ

γ,ᾱβVτ .

Componentele orizontale, notate cu R ·
·,··, mixte – P ·

·,·· şi verticale – S ··,·· sunt
date de:

R τ
γ,αβ = δαL

τ
γβ − δβL τ

γα + L σ
γβL

τ
σα − L σ

γαL
τ
σβ − C σαβL τ

γσ −R σ
αβC

τ
γσ,

R τ
γ,αβ̄ = −δβ̄L τ

γα −R σ
αβ̄C

τ
γσ,

R τ
γ,ᾱβ = δᾱL

τ
γβ −R σ

ᾱβC
τ
γσ,

P τ
γ,αβ = δαC

τ
γβ − ∂̇βL τ

γα + C σ
γβL

τ
σα − L σ

γαC
τ
σβ − L σ

βαC
τ
γσ,

P τ
γ,αβ̄ = −∂̇β̄L τ

γα − (∂̇β̄N
σ
α )C τ

γσ,

P τ
γ,ᾱβ = δᾱC

τ
γβ,

S τ
γ,αβ = ∂̇αC

τ
γβ − ∂̇βC τ

γα + C σ
γβC

τ
σα − C σ

γαC
τ
σβ,

S τ
γ,αβ̄ = −∂̇β̄C τ

γα

S τ
γ,ᾱβ = ∂̇ᾱC

τ
γβ.

Vom utiliza şi componenta orizontală a conexiunii Rund, care este dată
de:

K τ
γ,αβ̄ = −δβ̄L τ

γα. (6.1.1)

Am obţinut o serie de identităţi interesante pentru câmpuri simplu con-
travariante sau covariante.

Propoziţia 6.1.1. Fie (E,F ) un algebroid Finsler, Zγ componentele unui
tensor orizontal contravariant Z definit pe prelungirea olomorfă T ′E şi ϕγ,
componentele unui tensor orizontal covariant ϕ pe T ′E. Au loc identităţile:
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1) [∇Xα ,∇Xβ̄ ]Zγ = [Xα,Xβ̄]Zγ + ZεK γ

ε;αβ̄
;

2) [∇Xα ,∇Xβ̄ ]Z γ̄ = [Xα,Xβ̄]Z γ̄ − Z ε̄K γ̄

ε̄;αβ̄
;

3) [∇Xα ,∇Xβ̄ ]ϕγ = [Xα,Xβ̄]ϕγ − ϕεK ε
γ;αβ̄

;

4) [∇Xα ,∇Xβ̄ ]ϕγ̄ = [Xα,Xβ̄]ϕγ̄ + ϕε̄K
ε̄
γ̄;αβ̄

.

Propoziţia 6.1.2. Fie (E,F ) un algebroid Finsler, V γ componentele unui
tensor vertical contravariant V definit pe prelungirea olomorfă T ′E şi ψγ,
componentele unui tensor vertical covariant ψ pe T ′E. Au loc identităţile:

1) [∇Vα ,∇Vβ̄ ]V γ = V εS γ

ε;αβ̄
;

2) [∇Vα ,∇Vβ̄ ]V γ̄ = −V ε̄S γ̄

ε̄;αβ̄
;

3) [∇Vα ,∇Vβ̄ ]ψγ = −ψεS ε
γ;αβ̄

;

4) [∇Vα ,∇Vβ̄ ]ψγ̄ = ψε̄S
ε̄
γ̄;αβ̄

.

6.2 Teoreme de anulare

Fie multiindicii Ap = (α1 . . . αp) şi Bq = (β1 . . . βq), iar Z
Ap
Bq

(z, u) – compo-
nentele unui tensor orizontal Z de tip (p, q) (p-contravariant şi q-covariant)
cu suport compact pe E. Notăm cu ||Z||2 produsul scalar al acestui tensor
cu el ı̂nsuşi, ı̂n raport cu produsul scalar indus de G, adică

||Z||2 = hApBph
DqCqZ

Ap
CqZ

Bp

Dq
, (6.2.2)

unde hApBp = hα1β̄1
. . . hαpβ̄p şi hDqCq = hδ̄1γ1 . . . hδ̄qγq .

În cazul ı̂n care Z
Ap
Bq

(z, u) sunt funcţii olomorfe ı̂n variabilele z şi u, avem

∇Xβ̄Z
Ap
Bq

= 0. Mai mult, pentru un compact U ⊂ E, din (5.2.12) rezultă că∫
U

hβ̄α∇Xα∇Xβ̄ ||Z||
2dV = 0. (6.2.3)

Propoziţia 6.2.1. Dacă (E,F ) este un algebroid Finsler, atunci

∆h||Z||2 = ||∇XαZ
Ap
Bq
||2 − hβ̄αCαZDq

Bp
∇Xβ̄Z

Bp

Dq
−Hh(Z), (6.2.4)
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unde
||∇XαZ

Ap
Bq
||2 = hβ̄αhApBph

DqCq
(
∇XαZ

Ap
Cq

)(
∇Xβ̄Z

Bp

Dq

)
şi

Hh(Z) =

p∑
k=1

K β̄k
ε̄k Z

Dq

Bp
Z
β̄1...β̄k−1ε̄kβ̄k+1...β̄p

Dq
−

q∑
k=1

K ε̄k
δ̄k
Z
Dq

Bp
Z

Bp
δ̄1...δ̄k−1ε̄k δ̄k+1...δ̄q

,

cu notaţiile K β̄k
ε̄k = hβ̄αK β̄k

ε̄k,β̄α
, K ε̄k

δ̄k
= hβ̄αK ε̄k

δ̄k,β̄α
şi Z

Dq

Bp
= hApBph

DqCqZ
Ap
Cq

.

Teorema 6.2.1. Fie (E,F ) un algebroid Kähler Finsler şi Z
Ap
Bq

(z, u) – com-
ponentele unui câmp tensorial orizontal Z p-contravariant şi q-covariant, cu
suport compact pe E. Dacă Z

Ap
Bq

sunt funcţii olomorfe ı̂n variabilele z şi u şi

satisfac identitatea ReHh(Z) ≥ 0, atunci

Hz(Z) = 0, ∇XαZ
Ap
Bq

= 0, α = 1, . . . ,m,

pentru orice (z, u) ∈ E.

Vom aplica ı̂n continuare Teorema de anulare 6.2.1 ı̂n două cazuri parti-
culare.

Propoziţia 6.2.2. Fie (E,F ) un algebroid Kähler Finsler şi Zγ(z, u) – com-
ponentele unui tensor orizontal covariant Z, cu suport compact pe E. Notăm
cu Kεσ̄ = hβ̄αhγ̄εK σ̄

γ̄,β̄α
.

1) Dacă Zγ sunt funcţii olomorfe ı̂n z şi u, iar ReKεσ̄ZεZσ̄ ≤ 0, atunci
∇XεZγ = 0.

2) Dacă Zγ sunt funcţii olomorfe ı̂n z şi u, iar ReKεσ̄ZεZσ̄ < 0, atunci
Zγ(z, u) = 0.

Propoziţia 6.2.3. Fie (E,F ) un algebroid Kähler Finsler şi Zγ(z, u) – com-
ponentele unui tensor orizontal contravariant Z, cu suport compact pe E.
Notăm cu Kεσ̄ = hβ̄αhεγ̄K

γ̄

σ̄,β̄α
.

1) Dacă Zγ sunt funcţii olomorfe ı̂n z şi u, iar ReKεσ̄Z
εZ σ̄ ≤ 0, atunci

∇XεZγ = 0.

2) Dacă Zγ sunt funcţii olomorfe ı̂n z şi u, iar ReKεσ̄Z
εZ σ̄ < 0, atunci

Zγ(z, u) = 0.



Capitolul 7

Produsul ”warped” al
algebroizilor Lie olomorfi

În acest capitol, am continuat studiul algebroizilor Lie olomorfi şi al prelungi-
rilor acestora cu investigarea noţiunii de produs ”warped” al unor astfel de
algebroizi. Studiul urmează direcţia iniţiată ı̂n [K-P-V1] ı̂n cazul varietăţilor
Finsler reale.

Vom avea nevoie de gradientul şi de hessiana unei funcţii pe un algebroid,
precum şi de unele proprietăţi ale hessianei. Acestea se dovedesc a fi diferite
ı̂n cazul analizat, comparativ cu proprietăţile hessianei definite pentru o va-
rietate Finsler, studiate ı̂n [K-P-V1].

După ce definim produsul ”warped” pentru doi algebroizi Finsler olomorfi,
demonstrăm că acesta este un fibrat Finsler, cu funcţia Finsler definită cu
ajutorul celor două funcţii Finsler ale algebroizilor iniţiali. De asemenea,
studiem relaţia dintre conexiunile Chern-Finsler ale algebroizilor iniţiali şi cea
a produsului. Din motive obiective, suntem nevoiţi să restricţionăm studiul
doar pentru fibratele verticale. De asemenea, investigăm curbura produsului
definit şi obţinem unele proprietăţi similare celor obţinute ı̂n [K-P-V1] pentru
câmpuri orizontale pe produse de varietăţi Finsler.

7.1 Proprietăţi ale structurilor Finsler pe pre-

lungirea unui algebroid

Pe un algebroid Finsler, conexiunea Chern-Finsler este metrică ı̂n raport cu
metrica (4.2.21) de pe prelungire. De asemenea, conexiunea Chern-Finsler
verifică formula Koszul pe subfibratul vertical al prelungirii.

63
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Lema 7.1.1. Fie (E,F ) un algebroid Finsler Lie olomorf şi fie D conexiunea
Chern-Finsler a acestuia. Pentru U, V,W ∈ V T E, are loc identitatea:

2G(DUV,W ) = UG(V,W ) + V G(W,U)−WG(U, V )

− G(U, [V,W ]) + G(V, [W,U ]) + G(W, [U, V ]). (7.1.1)

În Capitolul 6, am introdus gradientul unei funcţii pe prelungirea olo-
morfă T ′E. Acum, ne interesează gradientul definit pe ı̂ntreaga prelungire
T E, adică operatorul ∇ dat de

G(Z,∇f) = Zf, ∀Z ∈ T E.

În coordonate, avem

∇f = hβ̄α(δβ̄f)Xα + hβ̄α(δαf)Xβ̄ + hβ̄α(∂̇β̄f)Vα + hβ̄α(∂̇αf)Vβ̄. (7.1.2)

În continuare, vom considera partea verticală a gradientului,

∇vv̄f = hβ̄α(∂̇β̄f)Vα + hβ̄α(∂̇αf)Vβ̄. (7.1.3)

Definiţia 7.1.1. Hessiana unei funcţii f ı̂n raport cu conexiunea Chern-
Finsler D pe prelungirea T E este derivata covariantă de ordinul al doilea,
Hf = D(Df).

Propoziţia 7.1.1. Hessiana Hf satisface identităţile:

Hf(V,W ) = VWf − (DVW )f + (DV vW v +DV v̄W v̄)f (7.1.4)

= G(DV (∇vv̄f),W ) + (DV vW v +DV v̄W v̄)f,

unde V = V αVα+V ᾱVᾱ, W = W βVβ+W β̄Vβ̄, (DV vW v)f = (DV αVαW βVβ)f =

V α(∂̇αW
β)(∂̇βf), iar (DV v̄W v̄)f este conjugata acesteia din urmă.

7.2 Produsul ”warped” al algebroizilor

Considerăm doi algebroizi Finsler olomorfi, (E1, F1) şi (E2, F2), unde E1 este
un fibrat olomorf peste varietatea complexă M1, iar E2 este un fibrat olomorf
peste varietatea complexă M2. De asemenea, considerăm prelungirile acestor
algebroizi, T E1 şi respectiv T E2, conexiunile Chern-Finsler corespunzătoare,
D1 şi respectiv D2, şi proiecţile celor doi algebroizi, π1 : E1 →M1 şi respectiv
π2 : E2 →M2. Fie f : M1 → R+ o funcţie olomorfă.



CAPITOLUL 7. Produsul ”warped” al algebroizilor 65

După modelul din [K-P-V1], definim pe fibratul produs E1 × E2 funcţia
F : E1 × E2 → R prin

F (u1, u2) = F1(u1) + f 2(π1(u1))F2(u2). (7.2.5)

Aceasta este o funcţie Finsler pe fibratul produs E1 × E2.
Astfel, produsul ”warped” al algebroizilor E1 şi E2 este fibratul produs

E1×fE2, cu funcţia ”warp” f şi metrica Finsler F = F (u1, u2). Prin urmare,
(E1 ×f E2, F ) este un fibrat vectorial complex Finsler.

7.2.1 Fibratul prelungire al fibratului produs ”warped”

Considerăm cei doi algebroizi Finsler olomorfi, (E1, F1) şi (E2, F2), precum
şi produsul lor ”warped” definit mai sus, E1×f E2. De asemenea, fie T E1 şi
T E2 prelungirile algebroizilor E1 şi respectiv E2, definite ı̂n Capitolul 4.

Subfibratele verticale ale celor două fibrate prelungire sunt definite cu
ajutorul proiecţiilor τi : T Ei → Ei, τi(ei, vi) = ei ∈ Ei, prin:

V T Ei = ker τi = {(ei, vi) ∈ T Ei | τi(ei, vi) = 0},

pentru i = 1, 2.
Deoarece fibratul prelungire are proprietăţi similare celor ale fibratului

tangent al unei varietăţi, după cum am văzut ı̂n capitolele anterioare, vom
lucra ı̂n continuare ı̂n acest context geometric ı̂n locul fibratelor tangente ale
fibratelor E1 şi E2. Găsim cu uşurinţă că T (E1 × E2) = T E1 × T E2.

Dacă p1 : T E1 × T E2 → T E1 este proiecţia pe primul factor, iar p2 :
T E1×T E2 → T E2 este proiecţia pe al doilea factor al produsului prelungir-
ilor, atunci putem defini lifturile câmpurilor vectoriale de pe T E1 sau T E2

la T E1×T E2 ı̂n felul următor. Liftul câmpului U1 ∈ Γ(T E1) la T E1×T E2

este Û1 ∈ Γ(T E1 × T E2), care satisface condiţiile p1(Û1) = U1, p2(Û1) = 0.

Similar, liftul câmpului U2 ∈ Γ(T E2) la T E1×T E2 este Û2 ∈ Γ(T E1×T E2),

care satisface condiţiile p1(Û2) = 0, p2(Û2) = U2.
Avem ı̂n continuare ker(τ1 × τ2) = ker τ1 ⊕ ker τ2, aşadar V T E1 × V T E2

este fibratul vertical al produsului T E1 × T E2. În raport cu conexiunile
neliniare Chern-Finsler ale prelungirilor T E1 şi T E2, obţinem descompunerea
T (E1 × E2) = T E1 ⊕ T E2 = HT E1 ⊕ V T E1 ⊕HT E2 ⊕ V T E2.

Notăm cu
1

Nβ
α =

1

Nβ
α (z1, u1) şi respectiv

2

Nβ
α =

2

Nβ
α (z2, u2) coeficienţii

conexiunilor neliniare Chern-Finsler pe T E1 şi respectiv T E2. De
asemenea, fie
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{
1

Xα,
1

Vα,
1

Xᾱ,
1

Vᾱ} şi respectiv {
2

Xα,
2

Vα,
2

Xᾱ,
2

Vᾱ} reperele locale adaptate ı̂n ra-
port cu conexiunile menţionate pe T E1 şi respectiv T E2. Este evident că
parantezele Lie [·, ·]T× pe T E1 × T E2 satisfac identităţile:

[U1, V2]T× = 0,

[U1, V1]T× = [U1, V1]T E1 , (7.2.6)

[U2, V2]T× = [U2, V2]T E2 ,

pentru orice U1, V1 ∈ Γ(T E1) şi U2, V2 ∈ Γ(T E2).

7.2.2 Conexiunea Chern-Finsler a produsului ”warped”

Asemenea cazului varietăţilor Finsler reale [K-P-V1], formula Koszul joacă un
rol esenţial ı̂n studiul relaţiei dintre conexiunile de pe fiecare fibrat prelungire
şi conexiunea de pe fibratul produs. Deoarece, ı̂n cazul nostru, formula (7.1.1)
are loc numai pentru câmpuri verticale pe un fibrat prelungire, vom lucra ı̂n
continuare numai pe fibratul vertical al descompunerii anterioare, pe care ı̂l
vom nota prin V T = V T E1 ⊕ V T E2. Dacă G1 şi respectiv G2 sunt două
metrici Hermitiene date ca ı̂n relaţia (4.2.21) pe T E1 şi respectiv T E2, atunci,
folosind restricţiile acestora la fibratele verticale, Gv1 şi respectiv Gv2 , se poate
defini o metrică Hermitiană G pe V T prin

Gv(·, ·) = Gv1 (·, ·) + f 2(π1(v1))Gv2 (·, ·).

Consideraţii similare cazului varietăţilor ”warped” Finsler reale [K-P-V1]
conduc la următorul rezultat.

Teorema 7.2.1. Fie U1, V1 ∈ V T E1 şi U2, V2 ∈ V T E2. Atunci:

1. DU1V1 on V T E1 ⊕ V T E2 este lift-ul lui DU1V1 on V T E1;

2. DU1U2 = DU2U1 = (U2f/f)U1;

3. DU2V2 = D2
U2
V2 − G(U2,V2)

f
∇vv̄f ;

4. T (U1, U2) = T (U2, U1) = 0;
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Este interesant de caracterizat local rezultatul anterior. Avem:

D 1
Vα

1

Vβ = D1
1
Vα

1

Vβ, D 1
Vα

1

Vβ̄ = D1
1
Vα

1

Vβ̄ = 0,

D 1
Vα

2

Vβ = D 2
Vβ

1

Vα =

1

∂̇αf

f

2

Vβ, D 1
Vα

2

Vβ̄ = D 2
Vβ̄

1

Vα =

1

∂̇αf

f

2

Vβ̄,

D 2
Vα

2

Vβ = D2
2
Vα

2

Vβ −
1

f
G(

2

Vα,
2

Vβ)∇vv̄f = D2
2
Vα

2

Vβ,

D 2
Vα

2

Vβ̄ = D2
2
Vα

2

Vβ̄ −
1

f
G(

2

Vα,
2

Vβ̄)∇vv̄f = −f
2

hαβ̄∇vv̄f,

ı̂mpreună cu conjugatele lor. Prin urmare, dacă notăm

D 1
Vα

1

Vβ =
11,1

C γ
βα

1

Vγ +
11,1̄

C σ̄
βα

1

Vσ̄ +
11,2

C γ
βα

2

Vγ +
11,2̄

C σ̄
βα

2

Vσ̄,

D 1
Vα

1

Vβ̄ =
1̄1,1

C γ

β̄α

1

Vγ +
1̄1,1̄

C σ̄
β̄α

1

Vσ̄ +
1̄1,2

C γ

β̄α

2

Vγ +
1̄1,2̄

C σ̄
β̄α

2

Vσ̄,

D 1
Vα

2

Vβ =
21,1

C γ
βα

1

Vγ +
21,1̄

C σ̄
βα

1

Vσ̄ +
21,2

C γ
βα

2

Vγ +
21,2̄

C σ̄
βα

2

Vσ̄,

D 1
Vα

2

Vβ̄ =
2̄1,1

C γ

β̄α

1

Vγ +
2̄1,1̄

C σ̄
β̄α

1

Vσ̄ +
2̄1,2

C γ

β̄α

2

Vγ +
2̄1,2̄

C σ̄
β̄α

2

Vσ̄,

D 2
Vα

2

Vβ =
22,1

C γ
βα

1

Vγ +
22,1̄

C σ̄
βα

1

Vσ̄ +
22,2

C γ
βα

2

Vγ +
22,2̄

C σ̄
βα

2

Vσ̄,

D 2
Vα

2

Vβ̄ =
2̄2,1

C γ

β̄α

1

Vγ +
2̄2,1̄

C σ̄
β̄α

1

Vσ̄ +
2̄2,2

C γ

β̄α

2

Vγ +
2̄2,2̄

C σ̄
β̄α

2

Vσ̄,

obţinem

11,1

C γ1

β1α1
=

1

C γ1

β1α1
=

1

hσ̄1γ1(
1

∂̇α1

1

hβ1σ̄1)

21,2

C γ2

β2α1
= δγ2

β2

1

∂̇α1f

f
,

2̄1,2̄

C σ̄2

β̄2α1
= δγ̄1

β̄1

1

∂̇ᾱ1f

f
,

22,2

C γ2

β2α2
=

2

C γ2

β2σ2
=

2

hσ̄2γ2(
2

∂̇α2

2

hβ2σ̄2),

2̄2,1

C γ1

β̄2α2
= −f(

1

∂̇σ̄f)
1

hσ̄γ
2

hαβ̄,

2̄2,1̄

C σ̄1

β̄2α2
= −f(

1

∂̇γf)
1

hσ̄γ
2

hαβ̄.
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Toţi ceilalţi coeficienţi sunt zero.
Curbura produsului T E1×T E2 este definită ca de obicei prinR(U, V )W =

DUDVW−DVDUW−D[U,V ]W . Legătura dintre curbura produsului ”warped”
şi curburile fiecăruia dintre fibratele prelungire constituente ale produsului
este dată ı̂n

Teorema 7.2.2. Dacă T E1×T E2 este produsul prelungirilor a doi algebroizi
Finsler Lie olomorfi, având curburile R pe fibratul produs şi R1 şi R2 pe T E1

şi respectiv T E2, atunci pentru U1, V1,W1 ∈ V T E1 şi U2, V2,W2 ∈ V T E2 au
loc următoarele identităţi:

1. R(U1, V1)W1 este liftul lui R1(U1, V1)W1;

2. R(V2, U1)V1 = − 1
f
[Hf (U1, V1)− (DUv1 V

v
1 −DU v̄1 V

v̄
1 )f ]V2;

3. R(V2,W2)U1 = 0;

4. R(V2,W2)U2 = R2(V2,W2)U2+G(∇vv̄f,∇vv̄f)
f2 (G(V2, U2)W2−G(W2, U2)V2)

7.3 Un model de produs Finsler ”warped”

pentru gravitaţie şi electromagnetism

Fie M spaţiul-timp complexificat considerat ı̂n [A-M], dimCM = 2, şi fie
(z1, z2) coordonate complexe pe M . Considerăm E1 = T ′M , fibratul tan-
gent olomorf, care are o structură de varietate complexă 4-dimensională, cu
(z1, z2, η1, η2) – coordonatele complexe pe T ′M . Fibratul T ′M are o struc-
tură naturală de algebroid Lie olomorf, cu aplicaţia ancoră ρ1 identitatea. O
funcţie Finsler complexă F1 : T ′M → R+ este metrica slab gravitaţională
considerată ı̂n [A-M]:

F1 :=

(
1 +

2Φ

c2

)
|η1|2−i

(
1− 2Φ

c2

)
η1η̄2+i

(
1− 2Φ

c2

)
η2η̄1−

(
1− 2Φ

c2

)
|η2|2

(7.3.7)
unde Φ este o funcţie omogenă ı̂n η definită pe T ′M , având interpretarea
fizică de potential gravitaţional complex, cu proprietatea Φ > c2

2
, c ∈ R∗.

Tensorul metric este

1

hjk̄(z, η) =

(
1 + 2Φ

c2
−i
(
1− 2Φ

c2

)
i
(
1− 2Φ

c2

)
−
(
1− 2Φ

c2

) ) , j, k = 1, 2 şi i :=
√
−1,

(7.3.8)
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iar inversul său,

1

hk̄j(z, η) =

( 1
2

− i
2

i
2
− 1+ 2Φ

c2

2(1− 2Φ
c2

)

)
, j, k = 1, 2.

Conform [A-M], această metrică este Finsler dacă presupunem următoarele:

i) Φ > c2

2
, adică det(gij̄) > 0;

ii) Φ este omogenă ı̂n raport cu η;

iii) iΦ·2 = Φ·1, unde Φ·h = ∂Φ
∂ηh

, h = 1, 2.

Componentele conexiunii neliniare Chern-Finsler sunt

1

N1
k = 0,

1

N2
k =

−2i

c2
(
1− 2Φ

c2

) (η1 − iη2
)

Φk.

Pentru cel de-al doilea algebroid Lie olomorf, considerăm din nou spaţiul-
timp complexificat M , iar pe E2 = T ′M putem lua altă metrică Finsler,
propusă ı̂n [S]:

F2 := F0 + σ(z)|β|2, (7.3.9)

unde:

i) F0 este o metrică Finsler dată (de exemplu, metrica slab gravitaţională
F1) pe M ;

ii) σ : M → R este o funcţie ce satisface σ(z) ≥ − F0

|β|2 ;

iii) β = Bk(z)ηk este forma Beil olomorfă; de obicei, Bk(z) sunt componen-
tele unui câmp electromagnetic.

Tensorul metric este ı̂n acest caz dat de

2

hij̄ = gij̄ + σ(z)Bi(z)Bj̄(z), (7.3.10)

unde gij̄ este metrica lui (M,F0), iar Bj̄ = Bj. Inversul tensorului (7.3.10)
este

2

hj̄i = gj̄i − σ

1 + σB2
,

unde B = gij̄B
iB j̄. Coeficienţii conexiunii neliniare Chern-Finsler sunt

2

N j
k =

N j
k + Ajk, unde Ajk =

2

hm̄j∂k(σBlBm̄)ηl.
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Considerăm ı̂n continuare o funcţie olomorfă f : M → R, iar pe produsul
”warped” T T ′M ×f T T ′M ≡ TC(T ′M)×f TC(T ′M) definim metrica Finsler

F (z, η) = F1(z, η) + f 2(z)F2(z, η), (7.3.11)

care oferă un posibil model pentru teorii de unificare a gravitaţiei şi electro-
magnetismului, depinzând de două funcţii pe M , f şi σ.



Capitolul 8

Contribuţii originale.
Diseminarea rezultatelor

Prezentăm ı̂n acest capitol contribuţiile originale ale autorului prezentei teze,
precum şi publicaţiile ı̂n care au apărut rezultatele obţinute.

• Definirea şi studiul proprietăţilor operatorului Laplace pentru funcţii
olomorfe definite pe un grup Lie complex. Studiul ultim multiplicato-
rilor olomorfi definiţi pe un grup Lie complex.

• Rezolvarea problemei determinării unui spray complex din problema
varia-ţională ı̂n cazul algebroizilor Lie complecşi.

• Înzestrarea fibratului tangent olomorf al unui algebroid Lie olomorf cu
o structură de algebroid Lie. Studiul geometriei acestui nou algebroid
Lie.

• Definirea noţiunii de prelungire olomorfă a unui algebroid Lie olomorf
şi investigarea proprietăţilor acesteia (conexiuni neliniare şi liniare, tor-
siuni, curburi, semispray-uri şi spray-uri).

• Investigarea relaţiilor dintre structurile Lagrange (Finsler) ale fibratului
tangent olomorf al varietăţii bază a unui algebroid şi ale algebroidului,
ı̂n funcţie de dimensiunile varietăţii bază, ale algebroidului şi rangul
ancorei acestuia.

• Definirea noţiunii de algebroid Finsler olomorf prin ı̂nzestrarea unui al-
gebroid cu o structură Finsler complexă. Studiul proprietăţilor acestui
tip de algebroid.
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• Definirea unor operatori de tip Laplace verticali şi orizontali pentru
funcţii olomorfe pe un algebroid Lie Finsler olomorf. Definirea unui
operator Laplace orizontal pentru forme definite pe prelungirea unui
algebroid Lie Finsler olomorf.

• Realizarea unui studiu de tip Bochner pentru algebroizi olomorfi şi
obţinerea ı̂n cadrul acestuia a unor teoreme de anulare pentru câmpuri
vectoriale orizontale.

• Definirea produsului ”warp” de algebroizi olomorfi şi investigarea pro-
prietăţilor acestuia.

Rezultatele obţinute de autorul tezei au fost publicate ı̂n următoarele
articole:

• Ida, C., Ionescu, A., On a metric holomorphic connection in complex
Lie groups, BSG Proceedings 21, The Int. Conf. ”Differential Geom-
etry – Dynamical Systems” DGDS-2013, Bucharest, Romania (2013),
74–83.

• Ionescu, A., On lifts of left-invariant holomorphic vector fields in com-
plex Lie groups, Bulletin of Transilvania Univ., Vol. 7(56), No. 2
(2014), 65–72.

• Ionescu, A., On holomorphic Lie algebroids, Bulletin of Transilvania
Univ., Vol. 9(58), No. 1 (2016), 53–66.

• Ionescu, A., A note on the Laplace operator for holomorphic functions
on complex Lie groups, Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math. 62, No. 1
(2017), 15–25.

• Ionescu, A., Munteanu, G., Connections in holomorphic Lie algebroids,
Mediterr. J. Math., 4, Vol. 14 (2017), DOI: 10.1007/s00009-017-0960-
4.

• Ionescu, A., Finsler structures on holomorphic Lie algebroids, Novi Sad
J. Math., Vol. 47, No. 2 (2017), 117–132.

• Ionescu, A., Laplace operators on holomorphic Lie algebroids, An. Şt.
Univ. Ovidius Constanţa, Vol. 26(1) (2018), 141–158.

• Ionescu, A., Vanishing theorems on holomorphic Lie algebroids, trimisă
spre publicare.
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• Ionescu, A., Munteanu, G., The warped product of holomorphic Lie
algebroids, trimisă spre publicare.

O parte din rezultate au fost prezentate ı̂ntr-o serie de conferinţe naţionale
şi internaţionale:

• The International Conference ”Differential Geometry and Dynamical
Systems”, 10–13 Octombrie 2013, Bucureşti;

• The X-th International Conference on Finsler Extensions of Relativity
Theory, 18–24 August 2014, Braşov;

• International Conference on Applied Mathematics and Numerical Me-
thods, 14–16 Aprilie 2016, Craiova;

• The International Conference on Mathematics and Computer Science,
8–10 Septembrie 2016, Braşov;

• The International Conference on Applied and Pure Mathematics - dedi-
cated to the 90th anniversary of Academician Radu Miron, 2–5 Noiem-
brie 2017, Iaşi.
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[CM4] Crâşmăreanu, M., Last multipliers on weighted manifolds and the
weighted Liouville equation, Politehn. Univ. Bucharest Sci. Bull. Ser. A
Appl. Math. Phys. 77, No. 3 (2015), 53–58.
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[J] Jozwikowski, M., Prolongations vs. Tulczyjew triples in Geometric Me-
chanics, (2017), arXiv:1712.09858 [math-ph].

[K] J. Klein, Espaces variationelles et mécaniques, Ann. Inst. Fourier 12
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Anexe

Anexa 1. Scurt rezumat al tezei

Teza de doctorat intitulată Operatori diferenţiali pe spaţii Finsler complexe
prezintă un studiu al operatorilor din geometria diferenţială definiţi pe anu-
mite clase de spaţii Finsler complexe. În Capitolul 1, după o scurtă recapit-
ulare a noţiunilor legate de operatori Laplace pe varietăţi Finsler complexe,
analizăm grupurile Lie complexe, pe care definim un operator Laplace pen-
tru funcţii olomorfe. În Capitolul 2, iniţiem studiul operatorilor diferenţiali
definiţi pe algebroizi Lie prin descrierea cadrului geometric al studiului,
reprezentat de algebroizii Lie olomorfi. Capitolul 3 prezintă un studiu de-
taliat al geometriei spaţiului total al unui algebroid olomorf, introducând
de asemenea noţiunea de prelungire a unui algebroid şi studiind structuri
Lagrange induse pe un algebroid olomorf de către structuri Lagrange pe
spaţiul tangent olomorf al varietăţii bază a algebroidului. În Capitolul 4,
studiem geometria Finsler a algebroizilor olomorfi, definind structura Finsler,
conexiunea Chern-Finsler a unui astfel de algebroid, investigând curburile
şi torsiunile, diferenţiala unei funcţii. Aceste noţiuni sunt necesare studi-
ului prezentat in Capitolul 5, ı̂n care introducem două tipuri de operatori
Laplace ı̂n cazul algebroizilor olomorfi. Primul operator este definit pentru
funcţii, cel de-al doilea pentru forme diferenţiale. În Capitolul 6, prezentăm
un studiu de tip Bochner pe algebroizi olomorfi, ı̂n cadrul căruia obţinem teo-
reme de anulare importante pentru câmpuri vectoriale orizontale. Capitolul
7 este dedicat studiului produselor de tip ”warp” ale algebroizilor olomorfi,
investigând legăturile dintre conexiunile produsului şi cele ale algebroizilor
constituenţi ai acestuia.

The PhD thesis entitled Differential operators on complex Finsler spaces,
represents a study of operators from differential geometry defined on some
classes of complex Finsler spaces. In Chapter 1, after a brief resume on
Laplace operators on complex Finsler manifolds, we analyze complex Lie
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groups, on which we define a Laplace operator for holomorphic functions.
In Chapter 2, we initiate the study of differential operators defined on Lie
algebroids by describing the geometrical setting of the study, represented by
holomorphic Lie algebroids. In Chapter 3, we present a detailed study of the
geometry of the total space of a holomorphic Lie algebroid, also introducing
the notion of prolongation of such an algebroid and studying Lagrange struc-
tures induced on a holomorphic algebroid by Lagrange structures defined on
the holomorphic tangent space of the base manifold of the algebroid. In
Chapter 4, we study the Finsler geometry of holomorphic algebroids, by
defining the Finsler structure, the Chern-Finsler connection of such an al-
gebroid, also investigating the curvatures and torsions, the differential of a
function. These notions are necessary in the study presented in Chapter
5, where we introduce two types of Laplace operators for holomorphic alge-
broids. The first operator is defined for functions, the second one, for differ-
ential forms. In Chapter 6, we present a Bochner-type study on holomorphic
algebroids, where we obtain some interesting vanishing theorems for horizon-
tal vector fields. Chapter 7 is dedicated to the study of warped products of
holomorphic algebroids, investigating the relations between connections on
the warped product and on the constituting algebroids.
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